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PREFACIO 

Este libro es el primer tomo de ANÁLISIS i, el segundo 
tomo es referente a la derivada de una funeión real de varia- 
ble real y sus aplicaciones. 

En este libro revisado, agregado y mejorado comprende 4 
capítulos: 

1. Puntos de Acumulación 

2. Sucesiones de Números Reales 

3. Límites de una Funciones Reales de Variable ReaL 

4. Funciones Continuas 

Al reeditar el presente libro no podía dejar de hacer el pri- 
mer capítulo, porque el concepto de punto de acumulación 
justifica el estudio de límite de una sucesión y de límite de 
unafUnción . 

En cada capítulo se hace una detallada y cuidadosa 
exposición de la teoríay de los teoremas más importantes que 
son el esqueleto y fundamento de todo tema de análisis ma- 
temático, siempre qcompañado de ejemplos aclaratorios de 
innumerables ejercicios prapuestos .. 

El presente libro es una combinación de cálculo y análisis. 
Para un curso de cálculo bastará tomar de este libro sólo las 
definiciones más elementales y luego los problemas prácticos 
en los cuales se hacen cálculos y gráficos que serán suficientes 
para tener nociones básicas del cálculo . Cuando se requiere 
fundamentar algunas nociones matemáticas será, entonces 
preciso consultar los teoremas que son las únicas proposicio- 
nes válidas para justificar cucdquier duda. 

Para un curso propiafnente de Análisis, se requiere el 
estudio de las definiciones y de los teoremas, tratándolos con 
sumo cuidado, sin alterar las definiciones y menos tergiver- 
sar el enunciado de los teoremas y cuidando su rigurosidad . 


Sólo fines educativos - FreeLibros 




En el curso de cátculo se puede orrdtir k>& Gapxtilos Ry IR, 
siendo suficimte el esiudio de los écqpítulm IM'$ Wqums&n 
prerequisito para continuar con el estudio de las-dkrivadas. 

; En cada capítulo se proponen diversos prvblemaspara que 
el estudiante revise con el asesoramiento de su profesor, si se 
presenta alguna duda. 

Una recomendacián al lector: un libro de matemáticas no 
se puede leer como un diarío o una rwvela, el aLumrvo tiene 
que tomar lápiz y papel para volver a e&cribir tá defirUdón 
sin alterarla, puede tornar los rhismos ejemptos y resolverlos 
por su cuenta, verificándolos después; es una manera muy 
simple de estudiar matemáticas. Algunas veces hay que recu- 
rrir a las gráficas y a la imaginación, fuentes del desarrollo 
intelectual. 

Al final del libro, he planteado una miscelánea de proble- 
mas que servirán para reforzar el proceso de enseñanza- 
aprendizaje. 

Para terminar, debo agradecer profundamente a mis cole- 
gas que con su sabia crítica han permitidó el mejoramiento 
de la presente publicación. En especial debo agradecer al Dr. 
Cesar Garranza, por su apoyo moral y su profunda labor 
académica que me han inspirado para seguir estudiando y 
mejorando mis.modestas pubticaciones. 


MOISÉS LÁZARO C. 
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PUNTOS DE 
ACUMUUCIÚN 


□ 1.1 INTRODUCCIÓfSÍ 

Antes de entrar a definir el concepto de límite de una función real de variable real o de 
límite de una sucesión, es necesario estudiar el concepto de punto de acumulación. 

Sea A un conjimto no vacío de los números reales y x 0 un número real (xq no 
necesariamente pertenece al conjunto A) si alrededor de xq se “ amontonan ” (se acumulan) 
infinidad de elementos de A nos dará la idea de que jc 0 es punto de acumulación de A. 


Por ejempio: 


a) En elconjunto A = {xe R12 <x< 5} 



Se tiene: 2 &A, pero2 es-puntode acumulación de A. 

5&A, pero 5 es punto de acumulación de A. 


y todos los puntos del conjunto A son puntos de acumulación. 


¿Por qué 2 es puntp de acumulación ázAl 

Porque alrededor de 2 existen infinidad de puntos que pertenecen al conjunto A. De 
igual manera podemos razonar con respecto a 5. 

E1 número 5 es punto de acumulación d¿ A, porque alrededor de 5 existen infinidad de 
puntos d qA. 


b) Enelconjunto 8 ,3^ü{3.2} 

Se tiene: B, pero es pünto de acumulación de B. 

3&B, pero es punto de acumulaciónde B. 
3.2 e B, pero no es punto de acumulación. 




. ¿Por qué 3.2 no es punto de acúifiülación de B1 

Porque alrededor dé 3.2 no eáf posible éncontrar puntos de B que estén amontonados 
alrededor de 3:2 
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Análisis Matemático I 


NOTA ACLARATORIA: 

Cuando decimos punto s amontonados alrededor de 3.2 nos referimos a los puntos 
xeB que están muy cerea a 3.2, tan cerca que la diferencia \x-3.2\ es casi cero. 

De ahí la necesidad de usar uft número real positivo tan pequeño que la llamaremos e 
(épsilon) tal que | jc — 3,2| < e . 

La desigualdad |x - 3.2| < s implica que (x - 3.2) tiende a acercarse a cero, es decii* 
jc tiende en acercarse a 3.2. ____ . ' 

c) En el conjunto (- * 0 ) 

Se observa que cuando n es un número natural muy grande, entonces el número real j- 
se hace cada vez tan pequeño que se acerca a cero es decir: 

W seacercaa“0” cuando' nesmuygrande 

v . ^ —^ _ J 1. ^ _ J 

(1)^0 ' 

En este caso “0” es punto de • acumulación del conjunto dé números rcales 
(n) >i = (^2’3’ ; ' ) P órí í ue a l re dedor de “0” es posible encontrar rnfinidad dg puntos 

pertenecientes al conjunto 
EJERCICIOS Sección 1.1 

En los síguientes conjuntos diga cuales son los puntoS de acumulación y cuales no sofi . 


BLOQUE I 

A = {xe JR/-l< x <3} R. -1,3, int. 
B = {xe M/-2<x<3} R. Todos 


C = <-2,3>w{3} 


R. -2,3, int. 


BLOQUE U 

A=( 2,3,4,...) 

' N = (0,1,2,3,...) 

Z = (...,-2,-l,0,1,2,...) 


£> = <-2,3)u{4} R.4noes ; -2,3,int. 5 = ± 1 i 

£ = {0,l}u{1.001} R.ninguno . nft nnm 


R. No tiene. 
R. No tiehe. 


R. No tiene 


F = {-0.01}u(0,l)u{.1.0001} R. ninguno 
Nota: int = punto interior. 


C = (2 1,2.01,2.001,2.0001,...) R. 2 
D = (vn,Vlói,V2.002,...) R. £ 
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BLOQIIE 111 

En cada uno de los siguientes conjuntos numéricos, Ilamados sucesiones, halie los puntos de 
acumulación, si existen. En caso contrario diga que no tiene puntos de acumulación. 


1- («)»20 

3 ‘. ( 

4. (f) 

5 - 


R. Notiene. 
R. 0 

R. 1 

R. 0 
R. 2 



11. ¿ = {*e J?/x = (-l)"^,^Jv j R. 2,-2 

12. B = {xe Jf/x = (-l)"¿¿,n6Jvj R. -1,1 

13. (S„) n2 .] , donde S n =1+2+3+...+« R. Notiene 

14 - ( s n)itel ,foaá* " + 'r *• 2 

15 - ( 5 »)iisl » dond® ’ l a l < 1 *• I 


□ 1.2 WCmEMDDRDttNÚmÉO IlEAL 

Defínición: Dado un numw ttt i mi , una vecindad de x 0 es un intervalo abierto que 

■■ ■ " s - 

tiene como centro a x 0 y como radioun número real positivo e. 


Ver la siguiente ihtstración: 
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Notación: V e (x 0 ) = { xe /|jc — x 0 -| < 

= {x€ R/xe(xQ-£,x 0 +£)} 


Vecindadde xq de radio £ >0 


Nota: 

En general cualquier intervalo abierto que contiene al puiito jc 0 es vecindad de jc 0 . 


Ejemplo 1. 

bado el punto x 0 =2 \ _ 

Una vecindadde2 es: V e (2) = { x e R / \x - 2\<e,W£>0} 

También son vecindades de 2 los intervalos abiertos: (1.5,2.5), (1.9,2.1), (1,3),... etc. 
Elintervalo: ^2“,2+-~^ ; Vwe IN + ={1,2,3,...} tambiénes vecindadde2. 

Nota: 

En el análisis matemático se trabája con vecindades de la forma 
v £ (x 0 ) = (x 0 -£,x 0 -f ¿*), V £> 0 donde £ es un número real (radio) muy pequeño, 
casicero. . • 


Ejemplo2. 

En el intervalo A = (-1,2) se tiene: 

- Una vecindad de -1 es ^(-lj^jce RÍ\x + \\ < £, V £ >0} 

- Una vecindad de 2 es V e (2) = {xe JR/\x-2\< £ ,V£>0} 

n 1.3 Si a e R, entonces Qa\ < £, V£>0 implica a = 0) 

Demostración : (Por el absoluto) 

1. Supongamos que a* 0 

2. Si a * 0, entonces |a| > 0, también > 0 
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3. Como |íi|'< e es verdadero V s > 0, en particular es verdadero si escojo e = ~ 

Luego: |a| < y c==>' 2 a\ <\a\ 

<=> 2<1 es unabsoluto. 


4. Por tanto, debe ser a = 0 

Hemos aplicado latautología: (/} aP 2 =>q}&(Py a —q => -P^) 

Donde: /} : \a\ <e , Vs>0 

P 2 : l<2 
q: a = 0 

□ 1.4 APUCACIONES 

La proposición 1.3 se aplica en los conceptos de límite. Asi por ejemplo: 

a) La desigualdad \a„ - £| < e , V e > 0 
implica (a„ -í) -> 0 <=> a„ -> t 

1—---Selee a„ tiendeaí. 

b) La desigualdad |/(x)- L\ < s , V e >0 

implica f(x) —> L 

□ 1.5 AXIOMA (Propiedad Arquimediana) 

Sí a y b son dos números reales positivos, entonces existe un númeró entero positivo n 
tal que a<nb . 

Unaconsecuenciadeesteaxiomaes: “Vf>0,3neZ + talque ~<£” 

Esta proposición es muy importante para acotar los términos de una sucesión de 
números reátes. 

□ 1.6 VECINDA0 REDUCIDA 

Dado un númeM teal xq , diremos que Kj (x 0 ) es una vecindad reducida de x 0 , sí. 

f;(x 0 )=f £ (x 0 )-{x 0 } 
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Es decir, la vecindad redücida dtx 0 de radio £ > 0 es la vecindad de x 0 excluyendo el 
puntó x 0 . 

e e 

r ■*'.'» r . —' -N 

O- W - ; -O- ; --O 

x 0 -e x Q x Q + e 

^(*o) = {*e < *}-{*b.} 

= <X 0 -f,JC 0 +£>-{^ 0 } 

□ 1.7 PIINTO DE ACmMiLACIÓN 

Definictón i: Oado sot>«« 9 un(o A de números reales (A cJt), diremos que un 
punto x 0 e R es tm | i H H < | j| | m p iMiliiid ii ilü ni cualquier vecindad F f (x 0 ) contiene por 
lo menos un punto x de A distinto áe Xf¡. 

Defínición 2: 5ea AcJR, diremos que x 0 e R es punto de acumulación de A, sí 

- - -- - ni K.”"— - —' 

Esdecir: 

€ M es p.á, de A <=> V s > 0 ; V £ (x 0 ) n A * $ 

<==> (Vs >0)(3 x€ A) ; 0< |jc-x 0 | <s 

Ejemplo 1. 

Probar que b es el punto de acumülación del intervalo abierto A = (a,b ), a<b . 
Demostración : 

E1 problema es construir el tamaño de e. 

Bastará hacer: s = y la vecindad reducida será: 
a " l v;(b) = {xGM/\x-b\<€} 

= x e (b-e,b + e)-{b} 

Faltarfa probar que V¿(b)nA es no vacío. 

Debo probar que un elemento de V' £ (b) también sea elemento de A: 
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Ejempto 2. 

Probar que 2 es punto de acumulación de la sucesión (a n ) n >\, a n = • 

Demostración : 

Una vecindadTedw:idade2es: V¿(2)^{xe R/\x-2\ < e}-{2} 

= xe(2-£,2 + e)-{2} 9 Ve >0 

Debo próbar que existe por lo menos un elemento x -<x n de la sucesión tai que sea 
elemento de V¿(2) 

Veamos: 

Recomendación: Pctra sucesiones aplicar la propiedad Arquimediana. 

En primeí lügar, veamos qué forma tiene un elemento de la sucesión: 

Setiene: «* =-j-=.2+£ ■ 
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Por |a propiedad Arquimediana se cumple: 
V e > 0, 3 n e Z + tal que -~ < e 


Sumar 2: 2+-<£ + 2 

n 

'Pero: 2-e<2+X<2 + e , VneZ + 

n ’ 

Lo cualimplica: a„€V¿(2) , a„= 2+j- 


Hemos probado que existe un elemento a„ = 2+£ de la sucesión que también está en 
Vé(2), V £■ >0. 

Portanto: 2 es punto de acumulación de (a„)„>¡ 

EJERCICIOS Sección 1.7 1 

1. Dado el intervato A = {a,b), probar que V’ es punto de acumulación. 

2. Sea el conjunto i4 = <l,2)u<2,5) probar que lo números reales 1, 2 y 5^son puntos de 
acumulación de A. 

■/ ■■ \ 

3. Probar que elúnicopunto deacumulaciónde A = | xé R/x-~ y ne M* | es“0”. 

4. Sea el conjunto Z? = | x e R/x = (~l) n n 1 , n € JN + |, probar que 2 y -2 son puntos 
de acumulación de B. 

5. Probar que ~ es punto de ácumulación del conjunto: 

M = (xe J R7x=(Ui|) J «ewj 


6. Probar que ~ es punto de acumulación del conjunto: 


N = \ xe R/x = 


( n 2 -1 
2n 2 +3 


,ne IN 
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Puntos de Acumulación 


7. Probar que 0 es punto de acumulación de la sueesión í - ^ n 


8. Probar que 1 es punto de acumuiación de la sucesión ((2n) n ) n % j 


\ n 

9. Sea la sucesión: {J . Defino: S n = ^ 

\2 /w^O l- _ n 


Probar que 2 es punto de acumulación de (S n ) n > 0 


• Sea la sucesión (^l) )„ sl Defíno: ¿^Ti) 


Probar que “1”®punto de acumulación de 


SERIES 

■ ■ ■ ' 00 . - 

Definición: Una serie numérica aj +a 2 +... + a„ +...= a n es convergente, si existe 

_» = 1 

lim , donde 5„ =a t + a 2 +...+ a„. 

II— >oo 


Ejemplo: 

. : 00 
Si |r| < 1, ¿es convergente la serie r n ? 

«=o 

Solución : 

00 

Defmimos: S n = ¿_ r 

k-0 

' =l + r + r 2 +...r n+l 


, porque lim r n+l = 0 


♦ E1 límite se llama 

1 -r 

suma de la serie. 


Sólo fines educativos - FreeLibros 












/ 1=1 


R. 1 -Ji 


Para cada función /(x) con dominio el intervalo cerrado [a,b], defínimos la sucesión 
(S n ) nii del siguiente modo: 


S n =(b-a)j¡ sepidehallar 


lim S n . 

n-*+ao 


1. 

/(*) = * » 

X€[\,3] 

R. 

5 

2. 

f(x) = x 2 , 

xe[l,3] 

R. 

28 

3 

3. 

f(x) = x 3 , 

xe[0,2] 

R. 

4 

4. 

f(x) = 2x+3 

jre[0,2] 

R. 

7 

5. 

'/(*)'= 4-x 2 

, xe[0,2] 

R. 

16 

3 

6. 

f(x) = x 2 + 2 

, *e[l,3] 

R- 

38 

•3 

7. 

f(x) = 9-x 2 

, *e[l,3] 

R. 

26 

3 
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CAPÍTULO 



□ 2.1 INTTODUGCléN 

Antes de definir una sucesión de números reales debemos recordar las siguientes defini- 
ciones: 

1. E1 conjunto de los números naturales es: N = {0,1,2,3,...} 

2. E1 conjunto de los números naturales positivos es: IN + = {1,2,3,...} 

3. Dados dos conjuntos A y B diremos que /es una aplicación de A en B (Denotamos por 

/: A -> B ), si para cada elemento x e A corresponde un sólo eleménto y e B tal 

que y = f(x) . 


Ejemplo: Sean los conjuntos A-{a,b,c,d} y B = {m,n,p,q,r,s). 

Una aplicación /: A -> B es: 



/(o) = w 
f{b) = n 

f(c) = n 
fí<f) = q 


4. Dada la aplicación /: A - > B 

Diremos: 

/) /es.inyeetiva, Si f(a) = f(b) implica a-b, V a,b<= A 
ii) /es inyectiva, Si a*b implica f(a)* f(b), aeA, beA 
iií) /es suryectiva, Si V y e B, 3xe A tal que y = f(x) 

/v)/es suryectiva, Si f(A) = B 
v) /es biyectiva, Si/es inyectiva y suryectiva. 


— 11 — 
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Análisis Matemático I 


n 2.2 SUCESIÓISI DE NIJMEROS REALES 

Definición: Una sucesión de números reales es una aplicación x: 1N + 
, n 

cada número n e N correspondS un sólo nümero real x n . 


IR tal que a 



También podemos decir, que una sucesión de números reales es una aplicación 

x: N+ -> R , defínida en et conjunto N + ={1,2,3,...} y toma valores en el conjunto 

de los nümeros reales 1R . 

En la aplicación x : N + —> IR 
n -> x{n) 

Ei valor x(n) será representado por x n , V n e N + y la llamaremos el “«-ésimo térmi- 
no de la sucesión”. 

Notación: (jc rt )„>i denota la sucesión x : N + -—> R que al expresar por “extensión” es: 

i X tí^n> 1 :=Z i. X \9 X 2^ X 2> ?'*‘5*^« V • •) 

I--«-ésimo término. 

x \'> x 2>? c 3>‘--’ x n’--- Son'los términos de la sucesión. 

Ejemplos: 

Son sucesiones de números reales: 

1. (2n) n >i que al expresarse por extensión es: (2 n) = (2,4,6,.,.,2«,...). 

2. (2n-\) n >i que ai expresarse por extensiónes: (2w-l) = (I,3,5,...,2w-l,...). 


3 ' (í L>í ■)• 
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Sucesiones de Números Reales 

4. (3)„>i =(3,3,3,...,3,...) eslasucestónconstante. 

5. (x n )„zi, donde x„ = (-1)” ~ que al expresar por extensión es: 
| ~ 1» 23 > 4 j ¡>-• • ] es una sucesión altemante. 

□ 2.3 SUCESIÓN ACOTADA 

Sea la sucesión (x n ) w ^j. Diremos que , es acotada, si éxisten dos números re- 

ales a y b tales que a<x n <b , V»e JN ^. 

Como a<x n < b entonces \x n | < c , c = máx{|aj,|6|} 

-Podemos hacer la siguiente defmición: --—--- 

(x n )„>j es acotada, sii 3c>0 tal que \x n | < c , V«e 

Ejemplo: Lasucesión ^ esacotado,porque 0<^<í, V ne JN +. 

□ 2.4 SUCESIÓN ACOTADA SUPERIORMENTE E INFERIORMENTE. 

a) (x„)„>i*es ACOTÁDASUPERIORMENTE, sí 3be IR talque x n <b, V«e . 

En este caso los términos de la sucesión: x n € (-oo,ó]. 

b) (x n )„>! es ACOTADAINFERIORMENTE, sí SaelR ,tal qüe a <x n , V « € iV + . 

En este caso los términos de la sucesión: x n e [ a, +qo) . 

c) Una sucesión (x n )„>i es acotada sí y soiamente sí es acotada superior e inferiormente. 
Ejemplos: 

1. La sucesión (2«)„>i =(2,4,6,...) es acotada inferiormente. Pues 32 e 1R tal qüe 
2<2 n<VnelN+. 
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2. La sucesión (l-2w)„>j es acotada superiormente. Pues existe -\e IR, tal que 


l~2w<l, V/ieI + .. 

□ 2.5 SUCESIÓN CRECIENTE, NO DECRECIENTE, DECRECIENTE, 

NO CRECIENTE Y MONÓTONA. 

1. Unasucesión (x„) llámase CRECIENTE cuando x n <x n +\, V /ie W + .. 

2. Una sucesión (x w ) es NO DECRECIENTE, si x n < x n+i , V « e W + . 

3. Una sucesión (x w ) es DECRECIENTE, si > jc w+1 , V n e W + . 

4. Una sucesión (x w ) es NO CRECIENTE, si x n > x n+i , V n e W + . 

5. Las sucesiones crecientes, no decrecientes, decrecientes y no crecientes se llaman suce- 
siones MONÓTONAS. 

Ejemplos: 

L Lasucesión es decreciente, porque: n<n +1 implica 

2. La sucesión (2/t)^ es creciente, porque: n<n + \ implica 2n < 2{n + \) 

□ 2.6 ÜMITE DE UNA SUCESIÓN 

Partamos de un ejemplo particular, para luego hacer la definición. 

Sea Xx n ) n >i unasucesióntal que x n ~ —t\ 

Nuestro interés es estudiar si los términos x„ se aproximan a un número real “a” cuando 
n es cada vez más grande. 

Veamos: x n = -•—- 1 -2+- 

n n n 

Si n = 1 , X\ =2 + 1 
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Si n = 2 , =2+-j 

Si « = 1000 , *1000 =2 +Ii^ 

Si «->oo , jt w -> 2, porque -• se acerca a cero ^ -> 0 j 

cuandonesmuy grande («-> oo). 

Lo que ha ocurrido es la siguiente implicación: 

cuando « -> oo entonces x n ->2 

n tiende a oo - -t t - x „ converge a 2 

Queremos que la diferencia {x n -2) sea muy pequerla, tan pequefía que casi es cero, es de- 
cir \x n -2| < s, V s >0, esto es posible si existe un número natural « 0 que depende de s 
lal que V n > los términos x n se acercan a 2. 

Dustración gráfica: 



Como vemos: Para cada número real e > 0 dado arbitrariamente es posible obtener un 
número natural n$(e) tal que \x n - 2| < e siempre que n> «q • 
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Sucesiones de Números Reales 


<£ , Vf>0 


2 <£ 


Ln(2 ")<Lnf 
-«Ln2<Lnf 
«Ln2>-Lnf 


«•> Ln2 , si 0<f <1 => LnscO 


Hacer: «q = | J + 1 , para todo ^positivo pequefio. 


Ejemplo 2. Sea lasucesión (f„) n >\ donde /„( 2 ) = • 


Probar que lim yj,(z) = -l, VZ tal que |z) <1 , zeC. 
«-»00 


Prueba; 


Pordefmición: (Vf >0)(3nQ € W); «>«o =>. I/«( Z )“(‘"1)I < £ 


Búsqueda de « 0 en términos de ¿r 


De: |/„(z)-(-l)|= fff+1 = 


z + n , I I z + n + z-n 


ezjl ^ JJlfL 

« r -« |«-r| 


A continuación, acotemos: a) |z| < 1 => 2\z\ <2 


b) \ n \-\z\<\n-z\ 
n-|z|<|«-z| 

«-!<« -|z| á |«-z| , Pues |z| < 1 


«-1 < |«-z| 


-|z|>-l- 
«-Izl > «-1 


* V ”- 2 
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NOTA: 

Én este problema afírmamos que la sucesión converge a 1 en el conjunto 

A = {ZeC/\z\<\} 


Ejemplo 3. Probar que la sucesión ( f n (x)) w >j , donde: 

f n (x) = scn w ^ -~ - converge a “0” V x eM . 
Demostración : 

lim f n (x) = 0 s.s.s. talque: 

«->oo 

• m x sen n(x + \) A ^ 

si n>riQ a xelR entonces - ^<s 

Búsqueda de /t 0 en términos de s 


Secum p le: ÜHí£±i) = ÜÜHl£íi)l 


|se ^* + - ^ <i ; Vx€jK y V „ ejff v + 
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Sucesiones de Números Reales 



19. 


Por J- 

n 


Pero 


|sen(n(j+l))[ ^ i 
n n 

-<e ; V e >0 (principioArquimediano) 


n>- 


hacer hq =[-l]+l 

Hemos probado que existe hq en términos de e. 


Iteorema 1 


(Unicidad del lfmite) 

Si el límite de una sucesión (x„) existe, es única. 


Demostración: . 

E1 teorema de unicidad se puede enunciar, también, de! siguiente modo. 

Si lim x„=a a lim x„ = b , entonces a = b 

n-> oo n-> oo 


La demostmción es por ei absurdo. 

1. Supongamosque a*b .. (-< 7 ) 


2. Si a*b, entonces [a-ó |>0 


3. Pero: \a-b\ = \a-x„ +x„-b\ = t-(x„ -a)-+(»„-b% 

S|-(x n -a)| + |x„-ó| 
= \x„-a\ + \x n r-b\ 


4 . Por hipótesis se tiene: lim x„ = a, entonces: 

«->00 

(para^>0)(3no e IN) t.q. n>ri$ => \x n -a\ <&. 
lim x n =b ,entónces: 

«->00 

(para e >0)(Bn5 e 1N) t.q. n>«g => \x„-b\ < ^ 


Sólo fines educativos - FreeLibros 






5. Por 4y 3 obtenemos: \a-b\ < \x n -a\ + \x n -b\ 


<j+j = e , si n>rtQ - max { nqj, n¡) } 

9 / ■’ ■' ■■ -... ■;. 

6. La desigualdad \a-b\ < e se cümplen Vf >0, en particular debe cumplirse para 

e = , siempreque n>n^- ma x{nQ,nQ } 

Así tendremos: \a-b\ < s 

2<1 es una contradicción 

7. La contradicción se presento por haber supuesto que a* b . 

Debe ser entonces que a = b . 


NOTA: 

Hemos aplicado la tautología: [(Pj a P 2 a s [(/} a P 2 a ~q) -> ~7^] 

Donde: /}: lim(jr„) = flí , : lim (jc„) = é , P$: X<2 ~q: a*b 

n -><*> ' «->00 

■C-.J. ■ -.... . , ... ... ... . ■- ? % '■"’ V 

Defínición - Sí una sucesión (x n ) tiene como único límile el número real “a” diremos 
que (x n ) converge al número real u cT. 

En caso contrario diremos que la sucesión no es convergente. 

Ejemplos: 

1. La sucesión | - j ^ converge a “0” 

2. La sucesión {—~ | converge al número real “ —| ” 

\ n + 3 ) n > 1 3 

3. La sucesión (x„) n>1 donde =(-1)"-^-^- no es convergente, porque tiene dos lími- 

tes: i) Cuando n es par, se tiene lim x„ = -2 

«->00 

//) Cuando n es impm’, se tiene lim jc„ = 2 

n-><x> 
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Sucesiones de Números Reales 


4. La sucesión (2«)„>j no es convergente, porque lim (2n) = +oo, +oo no es IR . 

1->+CD 


□ 2.7 lÍMITES E8PEC1ALES 

1. lim ^£> = 0 , VxeiR 

3. lim y[ñ = \ 

«->00 

É1 cálculo del lim yfñ = 1, es del siguiente modo: 
«—>00 

1 

Hacer: ¿2 = w" , a > 0 

.=>■■■ Lnúr = ~Ln(«) 

=> lim (Lna) ~ lim —— 

«—>QO «—>CO W 

=> Lnf lima )= lim .Aplicar L'Hopital 

\ «->00 J n ^co n 

1 

= lim f 
«-+00 1 



«->00 


=1 


2. lim j 1 +-1 =e 
'n-»ao' »' 


| EfERCICIOS Sección 1.7 

■jOQUEI 

Hallar lim x„, si 
«->00 

1 + 2 + 3 + ... + « 


x„ =>/2n + 3 --v/n-1 


V2+1 
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Análisis Matemáticó I 


2. x n =4n 2 +n + \-'jn 2 -n + \ R. 1 7. x n =\ 3 * 

W [4n 2 +2n + 7 


d JL 
16 


3. x n =y(n + l) 2 -'v(w-l) 2 R. 0 8. jc w = 


Jn+l+'Jn 


4. jc„ =n(n->Jn +1 


R. -1 9. jc„=-^^ 

" 3 Jn 3 -3« 2 


1 + 1 + 1 + ... + -L 
2 4 

5 x =—-— -V 

,+1+1+,.,+j. 


R. j 10. x n = 4ln+3 {\¡4n +1 - +1 ~ yfn + 2 ) 

n 5^2 


BLOQUE 11 

H.Si = >/a , jc 2 = [a+\{a , jc 3 =y¡a+ y]a + 4a ,.*-j 
= ^¡a + [a + ... + \Ja , a > 0. Calcular lim (jc„ ). 

«->00 


J4a + \+\ 


12.SÍ =«[Ln(w + l)-Ln(w)], calcular lim (jc„) 

»->00 


13. Sí x n =n[a n - 1], calcular lim jc w 

w-> 00 


JL Lna. 


14. Sí jcj > 1 y x n +i = 2 —— para n > 2 . Encontrar el límite de (x n ). R. 2 


15. Sean y { = 1 , y„ +1 = yj2 +y n , n > 1. Encontrar el' límite de ( y n ). R. 2 


16. Sean X\=b, b > 0 y x w+1 = jc„ +—. Determinar si (jc„) converge o diverge. 

x n 

17. Séa *! =1 y x„ +J =1+—, Vn^l. Hallar Lim(x„) R. 1 

x n 

18.Sea jcj = 1 y definimos jc „ +1 =\ + [x4 . Hallar Lim(x„) R. 3 

19. Sea (a„) una sucesión definida recursivamente mediante: 
a\=2 

a n+\ =l( a » +1 ) > 
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Suceswnes de Núméros Reales 


r m 


a) Demostrar que a n < 2, V n e IN + . 

b) Demostrar que es estrictamente decreciente. 

c) Hallar in f{a n /neN+} 

20. Sea (x n ) una sucesión definida recursivamente mediante. 
jcj ' = a 

x n+\ =a n + ^ > V n > 1 

Calcular lim x n , si |r|<l. R. - 

□ 2.8 SUB StiCESIÓN 

Definición: Una subsucesión de una sucesión x : 1N + - > IR es una sucesión de la 

n - > x(ri) 

forma k o x : IN + -—> IR donde k : 1N + N + es una fimción creciente (esto es 
n -> (A: o xX«) 

k(m) > k(ri) , si m > n ) 

Lo que ha Sucedido es la siguiente compo^icióri de fimciones: 


X°K 



1N* 

^ X ^ 

m 

y=m- 

V— 

-Lz = x{k(n)) 


--(xok) (n) I 


Notación: Uná subsucesión de (x n ) se denota por (x ^). 

Ejemplo 1. 

Sea la sucesión (x n ) n >\ donde x n = (-1)” y— — 
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k„=2n 


a) Si k(n ) = 2 n , entonces (x o k)(n) = x(k(n)) 

= x(2n) 

_ 2 n 


X k t 


’n 1 + 4/i 


b) Sí k n =2n-\, entonces x kn = (-l) 2 ' 1 1 1+ ^¿¿í) 

2«-l 

4ii — 1 

Ejemplo 2. 

2/i — 1 

Sea la sucesión (x n ) n >i , donde x n = 

a) Una subsucesión de (x n ) es (x 2n ), donde x 2 „ 

_ 4/i-l 
”l + 6/i 

b) Otra subsucesión de (x w ) es (x 3 „_i), donde x 3w _! - 

_ 6/1-3 
”9/1-2 

Donde: Lim x w =-| , Lim x 2 „ = j , Lim x 3w _j = j 

«->00 3 /l-> co ^ /1—>00 ^ 

Ejemplo3. 

Sea (*„)„>!, donde = (-1)" 

2/i 2(2/i)_1 

a) Unasubsucesiónde (x w ) es (x 2w ),donde x 2w =(-l) zw t + ~ 4 ( 2 ^ ) 

4/i-l 

”1 + 8Í 

b) Una subsucesión de (ac„) es (* 2 n-l) > donde *2n-l =(~ 1 ) 2 ”~ 1 f^ 2 n ) Jl) 

4n-3 

8n-3 

Donde: Lim = 4 y Lim x 2 „_| = 

n—>oo ¿ n->oo 
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De estos ejemplos se deduce una importante proposición: 

Si una sucesión es convergente, entonces cualquier subsucesión, también es conver- 
gente. Lo reciproco no es cierto. 


Si Lim x n = a , entonces toda subsucesión de (x n ) converge al mismo 

n-*<¡o 

límite “cf’. 

Demostración : 

Una subsucesión de (x„) es (x„ t ) 

Debo demostrar que: 

(V s > 0)(3 un subindice de n^ e N) tal que si n k > n k(¡ => |jc njfc -a| < e 
Veamos: 

1. Por hipótesis: si lim x„=a entonces para e > 0, existen un número natural mq tal que 
si n > 1 ÍQ => \x n -a\ < s. 

2. Los términos de la subsucesión (x Hk ) son: (x^.x^ ,...) 

3. Como los índices de una subsucesión forman un subconjunto infinito de W , es posible 
encontrar un índice k 0 tal que n¿ o > n$. 

4. Por3.y l.Sí n k >n k >n§ => \x rt -* a\ < s , por tanto: lim x n , = a . 

0 * «—>oo K 


TEOREMA 2 


TEOREMA 3 


Toda sucesión convergente es ACOTADA. 


Demostración : 

Debo demostrar que 3 M >0 tal que \x n \< M 1N + . 

Veamos: 

1. Por hipótesis: Sea (*„) una sucesión convergente. Sí (x n ) converge al número real a, 


entonces: (\/s >0X5 Ne 1N) t.q. n> N => \x n -a\ < s .. (r)~ 

2. La proposición (r) es verdadero V s > 0, en particular será verdadero para s = 1, enton- 
ces téndremos: 

\x n -a\ < 1 <-» x n e ]a-l,a + l[ 

=> |x„|-|a[<kn-^l<l 
'■.■ => |jc„| < |a|+I , Vn> W 
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3. La desigualdad: \x n | < \a\ + 1 se cumple sóio para los r mmerm mgfim&tes naayores que 
N. Debemos hacer cumplir que \x n | sea menor que uu número rea^positivo para todo 
n cJV + .' 


4. Fijemos nuestra mirada en los términos de la sn&esééfr. 

{xi,X2,...iX N9 a-\,a + \,x}j+i y Xtf+2> -) - 

= {xi>X2><-’ x tf,a-\,a + l} v {xy ± i,x N + % ,...) 

t t 

A B 

Se tiene: 

i) A es un conjunto fínito de números reates y por tanto es acotado. Supongamos que m 
sea el menor .valor y s el mayor valor, entonces m < x¡ <s para todos los elementos 

de x¡ € A . 

Pero m<Xj<s => |jc f -| < niax{|fff|,|5|} = K , lúi< N 

ii) Por otro lado: | jc w | < |a| + 1 , Vn>N 

En consecüencia por (i) a ( ii ) se deduce que 3 M > 0 tal que: 

|jcJ<M , V«*=l,2,3, N+},... 

Consecuencia: 

Si (*„) es convergente implica que (x n ) es ACOTÁDA, pero, si (x n ) bs acotada, no 
implicaque (x n ) sea convergente. 

Ejemplo: 

La sucesión ((-l) w ) w >i cuyos eíementos son: (—1,1,—1,...); es acotada. Pues f* w | <1, 

V n e JN + . Pero no es convergenté, porque: Lim x 2n = 1 y Lim x 2n -\ =--l. 

«—>00 " . 


TEOREMA 4 


Toda sucesión monótona y acotada es convergente. 


Demostración : 

Las hipótesis son: P) : (x„) esmonótona 

P 2 : (x n ) es acotada 
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Debo probar que: 3n 0 e IN tal que \x n .-.a\<e , Vf >0, si n>n$ para afirmar que 
Limx„ = a. 


1. Por P l5 pueden ocurrir dos cosas: Caso \ : r (x n ) es no-decreciente 

Caso2: (x n ) es no-creciente 


2. Por P 2 , existendosnúmeros reales kys talque k <x n < s , V n <s IN + 
Cmo 1: 

i) Si (x n ) es no-decreciente, se eumple la relación: 

ii) , Si (x n ) es acotado superiormente, jtiene supremo. 

4 = sup{1,2,...} . Deboprobar que a = Limx n . 


3. Si a es el supremo, entonces dado cualquier £>0, existe algún número natural 'tal 
que a-s^x^ 

Pero: <x n , si n > n$ [(x n ) es no-decreciente] 

Luego, si n>riQ => a -s < x^ < x n 
=> a-s< x n 


4 . Como a es el supremo, entonces x n <a , V n e IN + 

Así tendremos: Si n> n^ => a-s <x n <a 

=> a-s <x„<a<a+s 


Lo cual implica: Lim x n = a 

rt-> oo 


=> a-s<x n <a+s 
=> 


Caso2: (x n ) es no-creciente y acota inferiormente. 
Debo probar que inf { x n } = a = Lim x n 

n —>qo 

Queda como ejercicio ...... 
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COBOLAMO Si una sncesión monélona (x n ) posee ma subsiicesiéfteonvergente, entonces 


(jc„) es convergente. 

Demo^gQáp: 

Por demostrar que: (x n ) es convergente. 

1. ( x n ) es monótona ..(Hipótesis) 

2. Si una subsucesión (jj, ) es convergente, entonces es ACOTADAl Es decir, existe 
M > 0, tal que \x nk | < M , V n k e . En particular si '3%i entonces \x m | < M , 
w e lo cual hnplica que (jc,,) es acotada. 

3. Según el Teorema4: Si (x n ) es monótonay acotadq, entonces (x rt ) es convergente. 

□ 2.8.1 EJEMPLOS ESPtCIALES 

1. Lasucesión (a) n >i =(a,a,a,...a,...) 

Se llama sucesiónconstantey es convergente, pues Lim a-a 

«->00 

2. La sucesión (jc„)„ s i tal que x„ = (-1)" es acotadá, pero no es convergente. 

A1 expresar por extensión tenemos (x n ) = (—1,1,—1,—). 

Tenemos: 

a) (x„)„>! es ACOTADA,porque -1 < x n < 1, V«e N + 

b) (x„) no es CONVERGENTE, porque las subsucesiones (x 2 „) y (x 2 „_!) tienen lími- 

tes diferentesr Lim x 2 „ = 1 y Lim x 2 „_j = -1 
«->00 

3. Lasucesión (a n )„>! es convergente si 0 < a < 1 

Se cumple: Lim a n = 0 , si 0 < a < 1 
«-»00 

4. Seala sucesión (S n ) n >\ donde S„ =l + a + a 2 +a 3 +... + a” _1 
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Sucesiones de Números Reales 


29 


Secumple: Lim,S„ , si 0<a<l, 

„—»00 1 a 

Solución: 

y „_j 

Multiplicar por (1 - á) ambos miembros de la igualdad S n = 1 + a+a +... + a 


Seobtiene: (l-a)S„ =(l-aXl + a + a 2 +... + a n *) 

rt , 

(1 - á)S n =l-a n 

—-, luego Lim S„ = r*-; pues Lim = 0, si 0 < a< 1 

1 fií lct Aí—>00 


Demostración : 

Dado £>0, 3«o e > ra>#o 


” 1 - a 


<£ 


Búsqueda de n 0 en función de s 


De 


1 *> 1 


l-q” i 

I*" l-a 


1 - a 1 -a 


. __a_ 

1 -a 


Pero si n >n$ 


=> < £ 

l~ a 

a n <(1 -a)£ 

=> «Lna<Ln(l-a)£ 

=> -«Lna > -Ln(l-a)^ 
Ln(l-a) 

=> n >—r- -e 

Ln a 

«o. 


Hacer: «0 = [ ] + 1 


0<a<t 

0 >-a> -1, sumar 1 
l>l-a>0 

al aplicar valor absoluto: 

|l-a| = 1-a 

Nota: si 0<a<l 
entonces Ln a<0 
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Observaciones: 

Algunas aplicaciones de las sucesiones convergentes, son: 

a) Hallar la solución de ecu^ciones en diferencias de orden 1. 

La solución de la ecuación en diferencia 2P t + P t _\ = 6 

es-iJ=i4(-4) +2 , í = 0,l,2,3,,.. ; donde lim P t -2 

\ 2 .) /->+oo 

b) E1 área de la región £, es: 



□ 2.9 PROPIEDADES ARITMÉTICAS DE LOS LÍMITES 

A continuaéión estudiaremos el limite de una suma de sucesiones, de un producto y de 
una dMsión. 

Si Lím^=0 y (yn)n>\ es una sucesión acotada, entonces 

«~>oo 

Lim(x„j„) = 0. 

«->oo 

Demostración : 

Debo probar que: Dado un e > 0, 3 n 0 e JN + tal que n > => | x n y n - 0| < e . 

Veamos : 

1. Sí Lim x n = 0, entonces dado e\ > 0, 3 n 0 e JN + , 

«r+oo 

talque: «>% => \x n \<£\ .. ... (1) 

2. Si (y n ) es ACOTADA, entonces 3 M > 0 tal que: 

se c\ijnple \y n \ < M .. V ne JN + ... (2) 

3. A1 multiplicar (1) a (2): \x n | \y m | < Me\ 

\*r,y n \<Me x .....(3) 
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4. Como, la proposición en (1) se cúmple V s¡ > 0, en particular se cumplirá para s x =-~, 
que al reemplazar en (3) obtendremos: \x n y n \< M-~ = s siempre que n>n$, lo cual 
implica que Lim x n y n = 0. 


Si Lim jc w =aA Lim y n = b , entonces: 

n—>co »-> oo 

1. \Ma(x n +y n ) = a + b-, Lim (x n -y n ) = a~b 

rt->GO 

2. Lim(jc w -y n ) = a-b . 

3. Lim— = t 5 si 6*0 

Pruebade 1. 

Deboprobar<}ue: dado £>0, 3 n$ e IN + \ n>n$ => |(jc w +y n )-(a + tí)\ < s 
Veamos : 

1) En |(* w +>^)-(a+¿>)| aplicar la desigualdad triangular que nos permita usar las hipó- 
tesis. 

Así: |(jr„ +y„)-(a+6)| = |(*„ -a)+(y n -é)| < \x n -a\ + \y„ ~b\ 

t t 

e_ e_ 

2 2 

Necesariamente debe ser: \x n - a| < -| a \y n -b\ < ~ para afirmar que 

l( ;t n + > , n)-( ÍI + é )l < ' £ '- 

2) Por hipótesis: 

a) Limx„ =a,entoncesdado ^>0, Bmi e JN + ; «>«j => \x n -a\ <lj 

«->00 

b) Lim y n ='b , entonces dado 4 > 0, 3n 2 e íV + ; n > n 2 => \y„-b\ < -| 

»->00 

3) Por tanto, si escogemos «o = max{«j ,n 2 }, entonces: 

V«>«o => \(x n +y n )-(a+b)\< £ 


TEOREMA6 
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Locual pruebaque Lim(j t n +y n ) = a + b 
Observaciones: 

Se escoge n$ = max{« l5 Ai 2 } porque n debe ser suficientemente grande para que to- 
da vez que n > «q , los términos (x n +y n ) se acerquen al número a + b. 

Prueba de 2. 

Debo demostrar quex#ado s > 0, existe e ¡N + , tal que s¡ n > < e 

Veamos : 

1) Hacer: | x n y n - ab| = | x n y n -ay n + ay n - ab\ 

= 1 yn( x n- a ) + a (y n - b )\ 

\x„-a\+ \a\ \y n -b[<e 

M € |út| + 1 £ 

2 M 2(ja| +1) 

2) Bastará, aplicar las hipótesís: 

a) Como ( y n ) converge al 8t»nero b, entemees es acotada; es decir: 

3 M >0 tal que \y n ¡£ M V n e IN + 

b) Como \a\ < \a\ + 1; V a e IR a Lim y n = b, entonces: 

rt->oo 

Dado , existe ^ e W + tal que. Si n > n^ => \y n -b\ < £¡ 

c) Como Limx^=úf, entonces dado £ 2 -^fn> existe n 2 ^ ÍN + tal que, si 

«—>00 ¿M 

n>n 2 => \x n -a\ < s 2 

3) Aplicar la hipótesis a), b) y c) en (1)y escogiendo n 0 = max}^,^} setiene: 

V n > n 0 implica \x n y n -ab\ < £ . Lo cual prueba que Lim x n y n = ab . 

«-> CO 

Otra manera más sencilla de probar, es aplicando el Teorema 5 y la siguiente proposición: 

Sí Lim x n = a entonces Lim (jc„ - a) = 0 . 

«—>00 «—>00 
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Sucesiones de Números Reales 


Veamos: 

Para afirmar que: Lim (x n y n ) = ab bastará probar que: Lim ( x n y n - ab) = 0 
«->00 «->00 

Pasos a seguir: 


1 ) ( x r,y n - ab )= ( x r,y n - a yn +a y n - ab ) 

=y n ( x n - a )+ a (y n ~ b ) 


2) Luego: Lim (x n y n - ab) = Lim y n (x n -a)+ Lim a(y n - b) 

«—»00 «->00 «->00 

3) Aplicando las hipótesis: 

a) Como (y n ) es ACOTADA (por ser convergente) y Lim (x n - a) = 0 

«—»00 

Entonces Lim y n (x n - a) = 0 . (Por Teo. 5) 


b) Como Lim (y n -b) = 0 a ae IR , entonces Lim a(y n -b) = 0 

«—»00 «->00 


4) A1 aplicar en (2), obtenemos: Lim (x n y n - ab) = 0 

«->00 


Prueba de 3. 

Al definir el Lim — = t, aparece la diferencia — -f • 

«—>oo 3« b y y n b 

E1 punto de partida para razonar, es la diferencia 

T n -T=^ = ( bx »- a ^ik 


Si pensamos aplicar el Teorema 5, deberemos probar que la sucesión es acotada y que 

oyn 


Lim (bx n -ay n ) = 0 para afirmar que Lim — -j- \ = 0 


En efecto: 

1) Como Limx„ =a a Limy„ =b, entonces Lim (bx n - ay n ) = ba-ab = 0 

2) Faltará probar que la sucesión es acotada. 
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Obviamente que ésto es verdadero ya que í | es convergente, pues; Lim ~~ = - 

\%/ n-*<x>°yn Í 

0. 


Entonces dado e > 0, existe hq e 'JN tal que, 

si n>n o => Itb- tt\ <£ 


«>») -tJ-—V < £ 

v >>y n b 2 \ 

-V <£ deducimos; 

by„ b 2 

tt~ —\r <e ...Propiedad 

by n b 2 

< -4p + £\ e es muy pequefio 

-jd-lá-V > Vne TN + 

I b 2 


3) Si Lim(Jbx n -ay n ) - 0 a ( -J— ) es ACOTADA. Entonccs Lim byn , — | = 

\ V» / W->ooL tyn J 

■« L¡m [s-f]=° 


0,by„*0 


Lo cual implica que Lim — = f 

n—>co b 


Nota: 

Hay otras dos formas de probar. 

Porejemplo: 1° Probarque Lim —= ~, b* 0 

/?—>co y^ b 


2° Aplicaren Lim — = Lim[ (x w )— 1 
«—>oo L y» j 

= [ Lim ] £ Lim -d- j 


TEORÉMA 7 (Permanencia del signo) 


Sí Lim x n =a a a > 0, entonces existe n 0 e JN tal que V n > «q im- 

. «—>oo ‘ 

plica > 0 . 
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Demostración : 

Sí Lim x n -a, entonces dado e> 0, existe e N + 


«-> oo 

tal que, V n > n$ => \x n -a\< s . 

=> x n e(a-£,a + £) ydondc a> 0 

Como e es número real positivo arbitrario y “miiy” pequeño se puede elegir: e = -|, por 
hipótesís á> 0. 

x n e ^a-&>a+a^ <=> x n e(^j,2 
<=> 

Locualpruebaque V«>^ => >0. 



(del Sandwich) 

Sean x n <z n <y n ; V « € 


Si Lim = Lim = a, entonces Lim z^ = a 

«—>oo «->oo 

Demostración : 

Deboprobar queexisteunnúmeronaturaí «q tal que:Si n>n$=> \z n - a\ < s , V.f >0 

^ - - > 

r w e<¿r-£,úr+£> 

Veamos :» 

I. Según las hipótesis 

a) Si Lim x n = a , entonces: dado s > 0, 3 n x e ZV + tal que: 

V ^ implica a-s<x n <a + s 


b) Si Limy w = a , entonces dado £ > 0, 3 n 2 e tal que: 
V w >«2 implica <y n <a + s 


c) Como jc w < z n < y n , V n e W + podemos elegir: 
«0 = max{/i|,/f 2 } tal que para n > n$ 

I—muy grande. 
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implica a-s<x n <z n <y n <a + s 
=> a-s <z n <a + s 


2. Porque \/n>riQ implica a-s <z n <a + s con s > 0, afirmamos que Lim z n -a 

□ 2.10 SUCESIÓN DE CAUCHY 

Introducción: La proposición: u V n > implica \x n - a\ < s >. \/s> 0 ” nos indica que 
cuando n es suficientemente grande ( n > n $, es decir n -> +oo ) entonces la 
diferencias del término y el límite “a” es muy pequeña (\x n -a\ < s). 

Dicho de otra manera: la desigualdad \x n -a\ <s implica que (jc w -a)->0, es decir 
x n -> a cuando n > n$ . í)onde n Q es un número natural muy grande. 

La desigualdad \x m -x n \ < s implica que (x m -x n )-+0, esto implica x m ->x n . 

Es decir cuando m y n son nümeros naturales muy grandes entoñces la diferencia x m -x n 
es muy pequeño, casi cero. Lo cual nos dice que los términos x m y x n están tan próximos 
que casi se confunden entre sí. Este concepto nos conduce a definir la sucesión de Cauchy. 

Definición: Sea (x n ) una sucesión de números reales. Se dice que la sucesión (x w ) es de 
Cauchy si para cualquier s > 0, existe un número natural n 0 suíicientemente 
grande, tal que m > «q a n>n§ implica \x m -x n \ < s . 

Observaciones: 

1. m y n son números naturales muy grandes (tienden al infinito), en el cual 
m > n v n>m . 

2. Según la definición, cuando m a n son muy grandes, entonces x m y x n están muy 
próximos entre sí. 

LEMA 1. Toda sucesión de Cauchy es acotada. 

Demostración : 

Se debe probar que existen dos nümeros reales a y tales que a < x n < p , V n e IN + 
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Lo que es equivalenteen probar que:existe tm número real M >0, tal que \x n \£ M, 
VneiV+T 


Veamos: 

1. Segúnhipótesis: (x n ) es de-Cauchy, entonces dado s>0 existe n$e iV + tales que, si 
~*un >^ !*«-**!<*• 

2. Segim esta definiéión se^íene: myn sufieiéntemente grandes y son variabies, siendo n$ 
fijo y s es pequefio y arbitrario. 

3. Como m y n varlan, lo que se puede hacer es fijar m y hacer variar n. Ete ia siguientp 
manera: 

Haciendo m = «q y eligiendo € = 1 (porque e es arbitrario) 

La definieién dadaen 1 es: V n> n^ = m => |x,^ ~x w | < 1 

=> % -»<*» <^+1. % Sjo. 

Esta desigualdadnos indica que lós términos: x^+i, x *q+2> ••• ostán dentro del inter- 
valo -Ix^ +1). 

También podemos afinnar que' |x„| < |x^| +1, V «>«q ; puesto que: 

l*n„ -*J ^ I • 

Lo que nos faltaría es analizar qué suerte tienen los términos }, ¿Cómo 

los introducimos dentro de un intervak)? 

• • • ••••»••••• • • • ■ • • • • 

*0 *1 x 2 Xno-l x no x n 0 +l ^.+1 


Lo que se puede hacer es elegir: M = supflxj |, \x 2 \.*.. ¡x^ |, ¡ +1} 

Por lo tanto, \x n \ < M\ V n e JN + 

Es decir, la sucesión (x n ) es acotada. 

LEMA 2. Si una sucesión de Cauchy (x n ) posee una subsucesién que converge al número 
real a, entonces Lim x n = a . 
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Análisis Matemático 1 

Demostración : 

Se debe probar que: Dado s > 0, 3 «o € N + tal que si n > «q entonces \x„-a\<£ 

Veamos : 

Por hipótesis: 

Pi : (jc„) es de Cauchy, entonces dado s >0, 3«o e N + 

talque m,n>% => l*„-*»l<§ 

P 2 : La subsucesión (x„ )->a, pw lo tanto, dado s exjste w=%e tal qup 
«,>^0 => 

Por /j podemos elegir rt > m = > «q 




Luego, si n > n$ tendremos: |x B -a| = |jt„- x„, -t-jc^ -aj 

^l* n -*«,! + !*«, -o| 


Lo cuai prueba que: Lim x„ - a. 


< 1 + 


e, 

2 



TE0REMA9 


Toda sucesión de Cauchy de números reales es eoftvergente. 


Demostración : 

La demostración se apoyá én la definición de sucesión de Cauchy y en el lemaTL 

Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones: 

Una sucesión acotada de números reales tiene una subsucesión convergente. 


Leer eí libro: Análisis Matemátlco de una variable, Robert G. Bartle. 
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| EJERCICIOS Secclón 2.10 

BLOQUES 


Hq en función de s. 

11. Si Lim x n =l probar que 

»^> 0 

Lim |x„| - |£|. ¿Lo recíprtíco es ver- 

«->QO 

dadero? 

12. Sea Lim x n = 0. Para cada n se define 

«->00 

y n - *»*{l*i i»l *2 !»• • • 

Probar que Lím y n - 0 

«-> co~ 

13.SÍ Limjc n «£ a Lim(x„-;y w ) = 0 
«->00 «—>00 

probar que: Lim y n =0 
«->00 


14. Si Lim^- = 1. => X//w y n =a, a * 0. 

«—>oo . a «->00 

15.Si Limx w =a => Lim — = b, 

« V 

«—>oo «—>cjo •'« 

=> Lim y n =f , ó*0 . 

«->oo ® 


Sugerencias: 

1. Apticar la propiedad Arquimediana: a<bn, V e , V>? € W + . Caso particular: 

a = l, b = a => l-<£, \f ne JN+\ 
n 

2. Aplicar (1-f-a)" >l + /?a, V «e W 

3. Pafaacotár, aplicarpor ejémplo: /7</i + l => L>_JL_ uotras formas de acotación. 

4. Definición: Limjc w =a <=> (Vf>0)(3«^ e W + ). «>/?q =>,|x w -a| < £. 


Ol.Probar que 

Lim 

n-> co 

( 5 + íH 

02.Probar que 

Lim 

«-> OO 

(ÍH)=Í 

03. Probar que 

Lim 

«->00 

(+)- 1 

04. Probar qué 

Lim 

«—>oo 

(H ))= 5 

05. Probar qué 

Lim 

«->oo 

3 « 2 - « + 4 3 

2» 2 +1 _ 2 

06.Probar que 

Lim 

«->00 

íj- 

II 

o 

07. Probar que 

Lim 

«—>oo 


08. Probar qué 

Lim 

«—>co 


09. Probar 4 que 

Lim 

«—>00 

4=0 

4« 

10. Probar que 

Linr 

«->00 

1 + 2 + .:. + « _ i 

2 n 2 -1 ~ 2 
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Análisis Matemático I 


BLOQUEU 

Determinar si es convergente o divergente cada sucesión. Si es convergente, hallar el iimite 
de (x n )„>! y (s„)„ s i,respectivamente. 


2n + l 


02 . = 


3'ir - n +1 


n 2n 2 + 2 


n 


k(k + 1) 
/ n o\ k 


12. ^ = 1(0.9) 


03. x n ~n 2 

13 

k=0 

»4. i,- (-»"(*) - 

■ 14-S,-t(-l)‘ 

A:=0 

OR V - V* 

ut,x ""^+ 1 

15- S„ = t 2(-j )* 
¿=0 

06- x„ = 1 + ^" 


07. 

l7.s.--t(í-íÍ2 

2r_1 ' 


X n 2 n + 2 




k(k + 3) 






(2n + l) (2n + 3) 


10.x n =^,P>0 


20 . ^ 


1) En las sucesiones geométricas, aplicar la fórmula de la suma: 

1 + r + r 2 + ...+r w ~ 1 =i—. 

1 ~r 

2) Los términos de la forma: se P arar en fraccfoo* 8 reales y aplicada la pro- 


piedad telescópáca V (a* + i - a k ) = a n - a { . 
(=1 
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IfMITiS Di FUNCIONES 

RESIES li WSIUBIE RERI 


□ 3.0 ILUSTRACIÓN GRÁFICA DEL LÍMiTE DÉ UNA FUNCIÓN 



a) E1 límite por la izquierda de -5 es 2 ( lim f (x) = 2) 

x->-5~ 


b) E1 límite por la derecha de -5 es 2 ( lim / (x) = 2) 

jc->~5 + 

c) Ellímitede /( x) en x = -5 es2 ( lim f(x) = 2) 

x->-5 

d) E1 límite por la izquierda 1 es 5 ( lim /(x) = 5) 

*->r 

e) E1 límite por la derecha de 1 es 3 ( lim f(x)^J) 

X->1 + 

f) No existe límite en jc = 1 

g) Ellímitede f(x) en x-A esó (lim /(x) = 6) 

x->4 

h) El límite por la izquierda de 8 es +oo (esto es, no existe límite por la izquierda de 8) 

_41_ 
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Análisis Matemátieo 1 




□ 3.1 EL ÜMITE DE UNA RJNCIÓN REAL OE VABIABLE REAL 

Cuando se estudia los límites en una ftinción real de variable real, el lector debe tener en 

cuenta lo siguiente: 

1° Cuando se írata de calcular límites -que es un valor numérico- el estudiante deberá 
usar correctamente el ÁLGEBRA ELEMENTAL y la TRIGONOMETRÍA, sobre todo lo 
concemiente a las factorizaciones, las racionalizaciones y las identidades trigonomé- 
tricas. . 

2° En cambío, si se pide demostrar la existencia del íímite de una función, entonces 
acudiremos al ANÁLISIS, usando las definiciones y teoremas corréctamente. 


Definición: Sea / :A - > R una ftmción con valores reales definidos en Acz R . 

Sea jc 0 € R un punto de acumulaciónd eA. 

Diremos que el numero “Z” es el lfmite de / (x) cuando x tiende hacia x 0 , y escribiremos 
Lim /( x) = L, si para cada número real s> 0, dado'arbitrariamente, podemos encontrar 

X~*Xq 

S >0 tal que, si xe A y 0 < |x-xq| < S entonces |/(x)-X| < s . 

Definición Simbóiica: Sea /: A —> R,,Aa R,x 0 espuntodeacumulaciónde A. 

Lim /(x) = X <=> (V£>0)(3£>0) talque: 

X~>Xq 

Si xeA a 0 <|x-jc 0 | < S ==> \f(x)-L\<s 


Aelaraciones para el uso de esta definición: 

1) Las letras griegas EPSILÓN: (s) y DELTA: (S) representan números reales pequeños posi- 
tivos que se acercan al cero: 

Por lo general se escoge 0 < 8 <J y u e“ se expresa en ftmción de “8“ 

2) Las desigualdades \f(x)-L\ <s y \x-x 0 \ < S son las vecindades de L y x Q , respec 
tivamente, por tanto son intervalos abiertos. 

Por lapropiedad: \a\ <b <=> -b<a<b , si ¿>0 tenemos: 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real 


0 \f{x)-L\<* 


-£<f(x)-L<£ 
L-£<f(x)<L + £ 
f(x)e(L-£,L + £) 


ií) |x-x 0 l <<y <=> -5<x-xq<8 

<=> xq — 8 <x < xq + S 
<=> xe(jc 0 -<y,x 0 +<J) 

3) E1 intervalo (L - s,L + e) se llama VECINDA0 o entomo de I, de centro en L y radio 
e>0. 

E1 intervalo <jc 0 -S,x 0 +3) se llama vecindad (o entomo) de x 0 , de centro en x 0 y 
radio S>0. 

Afírmarque:. xe A a0<Jx-x 0 | <S <=>’ xe V 5 = (*4-{jt 0 })n(x 0 — S,x 0 +S) 

= {jt€v4,0<|jc-jt 0 | <£} 

Por tanto, Lim f(x) = L , significa que para todo intervalo abierto (L - e,L+e ), exis- 
x ->xo 

te un intervalo abierto (x 0 -S,xq +5) tal que, poniéndose: 

V ó ={xeA,O<\x-x 0 \<S} 
implica f(V s )a(L-e,L + e). 

4) En consecuencia si volvemos a fijamos en la definición de limite, tendremos la si- 

guiente deducción: . 


Afinnar que: 


xe A a 0<|x-x o |<£ implica \f(x)-L\ < e 


-■ • —. .. .. . . — > ' . -- . 

Esequivalenteadeeir: Si xeAn(x 0 -S,x 0 +S) => f(x)e(L-e,L + e) 

5) x 0 eA (a veces x 0 e A). Es decir, nó se exige que jc 0 sea elemento de dominio de f. 

6) Según la definieión de límite, sólo tiene sentido escribir Lim f(x) = L cuándo x 0 es 

X-+XQ 

punto de acumulación de A. 

7) / (x) se acerca a Le IR cuando x se acerca a x 0 . 
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Análisis Matemático I 


8) Para los efectos de los ejercicios prácticos, deberá recordarse las siguientes definiciones: 

Definición 1 .- Sea la fimcíón /: I -» R, donde / = Dominio de /. 

/(/) = Rango de / 

Se dice que la función / estÁ acotado superiormente sobre el 
CONJUNTO A, Aczl , si existe un número c e 1R , tal que: 


f{x)<c VxeA,AcI 


v 1 -— Se llaraa cota superior de / sobre A. 

Definición 2 .- Sea la función /: / —> IR . donde / = Dominio de / 

/(/) = Rango de / 

Diremos que ia fimción / está acotado inferiormente sobre el 
CONJUNTO A, A c /, si existe un número k e R, tal que: 


f{x)>k VxeA, AqI 


1 -—Se llama cota inferior de / sobre B. 

Defmición 3 .- Sea la fimción /: / -> JR, donde I = Dominio de / 

/(/) = Rangode / 

Diremos que la fimción f{x) ESTÁ ACOTADO, en el conjunto A, A c: I 
si f{x) tiene cota SUPERIOR E INFERIOR. Es decir existen dos números 
reales c y k tal que k e f{x)<c, V xe A 

Otra definición equivalente es: / (jt) ESTÁ acotado en A, si existe un número real po- 
sitivo Mtal que: 

\f{x)\<M [VxeA 


-Se llamaCOTA 


Proposición: k<f{x)<c , VxeA implica |/(x)|<M; donde A/=>máx{|Á|,|c|} 
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Ejemplos: 

I) Sea la función /(x) = 2x 2 -1, x e <-oo,2) =.Dominio de f 


Eri el gráñco podemos apreciar lo siguiente: 

i) f (x) = 2x 2 -1, no está acotado 

superiormente para todo x e <-qo,2> . 

if) . /(x) = 2x 2 -1, está acotada inferiormente 
para todo x e <-oo,2), por lo tanto tiene ín- 
fimo. 

a) Elínfimode/es 4 -!”,porque: -1 </(x), Vxe<-oo,2). 

b) Además, el mínimo de f{x) es “-1”, porque -1 perteneee al rango de /. 
Rang(/) = [-l,-hoo). 



Adaración : E1 ínfimo es el mayor de las cotas inferiores. Si el ínfimo pertenece al 
rango de la fimción, entonces dicho ínfimo es el mínimo 
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Análisis Matemático I 


En él gráfico podemos apreeiar lo siguiente: 

0 La fimción g(x)=j¡x 2 -2 está acotado inferiormente para todo x e J-4,5], por lo 
tanto, tiene ínfimo. 

E1 ínfimo es “-2”, pues: -2 < g(x) V x e ]-4,5] 

Además: mínimo de g(x) es -2, porque -2 pertenece al rango de g(x). 

ií) Lá función g(x) = |-x 2 -2 está acotado superionnente pará todo x e ]-4,5J, por 
lo tanto, tiene supremo. 

E1 supremo es , pues: > g(x) V x e ]-4,5] 

Además: máximo de g(x) es ~ porque pertenece al rango de g(x). 

Rango(g) = ye[-2,-^ J 

Aclaración : EI supremo es la menor de las cotas superiores. Si el supremo pertene- 
ce al rango de la fimción, entonces dicho supremo es el máximo. 

iií) Como g(x) está acotado superior e inferiormente, podemos escribir así; 
-2<g(x)<^ Vx e ]-4,5] 

■=>-' |g(x)|á^ , donde •^ = máx{|-2|,|^jj 

. La desigualdad |g(x)| < y, indica que la ftmción g(x) está acotado por ~. 

9) Para los efectos de la acotacióN de funciones debe conocerse lás siguientes propié- 
dades: 

Si b >0 entonces \a\< b <=> -b<a<b 


\a±b\ < |a| + |ó|............ PropiedadTriangulár 

|aó| = |a||¿| 

Ll |¿| ’ 
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10) Finahnente debo decir que, m los ejercicios prácticos relativos a las demostrackmes de 
la existencia del límite, haré uso con relativa exclusividad de la propiedad 
\a\<b <=> -b<a<b, sib>0. Esto lo hago para evitar la confusión que se comete 
erróneamente cuando no se conocen otras propiedades. 

11) Ai aplicar la defínición de límite, se trata de demostrar la existencia de Sen térmmos 
áes 

□ 3.2 APUCACIONES DE LA DEFINICIÓN DELIÍMITE DE 
LNA FCNCIÓN REAL DE VARIABLE REAL 

Demostrar que las proposiciones siguientes se cumplen: 

Lim(2x-f 1)*=15, v4 = <-oo,7)u(7,+oo) 
x-*7 

Demostración : 

1) Por definieión de límite, tenemos: 

Lim (2x+l) = 15 <=> (V e >0),(3S >0), si xe J a 0< |jt —7| < 5 

X'y—^7 . 

entonces j(2x + l)-15| < s 

Búsqueda de 8 en función de s 

Usando la hipótesis (la desigualdad) \x - 7| < S , trataré de hallar UNA COTA (en fiin- 
ción de S) DEL TÉRMINO |(2x +1) -1 5| . 

Para tal efecto, partiré del téimino |(2 jc+ 1)-15| la simplificaré (factorizando, ra- 
cionalizando ó usando identidades trigonométricas -según sea el caso-) DE MODO QüE 
APAREZCA EL TÉRMINO |x-7| 
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Veamos : 

2) Pero |(2x + l)-15| = |2 jt- 14| = j2(x-7)| = |2)|x-7| = 2 (jc—7| 

3) Por hipótesis teníamos: \x-l\ < 8 

4) Apartir de |x-7| < 8 formaré el ténnino: 2|x-7| 

Así, si.|x-7| < S - ■ 

Multiplicado por 2 => 2|x-7| < 2$ 

|(2x + l)-t5j < 2 S *— COTA 

\f{x)-L\<s 


5) Escojo 28 = e 




ÍT] lim (2x-|) = -|, xeA, 


1) Por defmición de límites, se tiene: 


Lim Í2x--jj = -j <=> (V f >0)(35> 0) 

x ~*~é 

si xeA a 0<Jx-^~]J<5 
entonces j(2x~|)-(-|j|<£ 


Búsqueda de S en función de e 


2) Partirde: (2x-|)-(-|) =|2x-i+||=|2x + l|= 2.(x+¿) 


'3) PorhipótesisteBemosque: x+| <8 


" lx+ Í 
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4) Apartirde |jc+-¿-|<<? formaréeltérmino 2|x+-|| 

’5) Asísi |x+¿|<¿ 

=• 2 |* + 2| <2Í 

K^i+r " 

6) Escojo: 2S = s <=> 1<?=* 

Así babré demostrado qae: J^2*—|||<t s.q0<jjc+^|<<? = £ a xe A 

lkn (2x* -3*+J)=I0, JÜÉ 4-f»,3)u<Mí 
jc-+3 

Démostración : 

Por definición de límites tenemos: 

lim (2x 2 — 3jc + 1) = ro (Ví>QH35>0) 

x->3 % 

tal que, si xeA a 0 < |x-3| < 8 . 

Entonces: \{2x 2 ~3x+l)-10| < e 

Búsqueda de S en Función de e 

I)Comohipóté^isitenemps: \x- 3| < S 


[ ProtafémáV 


2) Pero: \(2x 2 -3jc + 1)-10| = |2x 2 -3 jc-9| = |x-3||2x+3| 

En ésta simplificación aparece el término |x-3| que está acotado por S (Según el paso 
1). Lo que me falta acotar es el término \2x +3|. 

Entonces debo buscar un número real positivo M, tal que: |2x + 3| < M <—COTA 
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4) Luego usando el paso (1) y (3>tenemos: 

Si (|jc-3| < S a <1) entonces (|x-3[ < 1) 

(estO, PORELAXlOfttADETBANSITFVIDAD: Si a<b A b<C => a<C ) 


5) De: |x-3|<l 



Á parir de esta desigualdad 
formaré el término |2i+3| • 



4<2jc< 8 (multiplicar por 2) 

7<2x + 3<ll (Sumar3) 

-íl<7 <2x + 3 < 11 


-ll<2x+3 + ll 




7) Multiplico la desigualdad de (1) con la desigualdad de (6): 

Así, si: |jc—3| < 

a |2jc+3| < 11 

|jc-3|12jc+3) < 11¿~ 

12 jc 2 — 3 jc—91 <: £ 


8) Hago 11 8 = e <—> 8 = — 

9) Por el paso (3) tengo que “ 8 ” está acotado por “1” y por el paso (8) tengo que 8 = ^ 

Luego, escojo: <5 = mín|l,*~-|—:-\ 

>—Esto significa que debo escoger un 

8 que sea la mínima cota entre las 

cotas 1 ysiendo “ ” afbitrario. 

J u 
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Así, he demostrado que; 

Síjc€,4 a 0<t*-3|<<y => |(2jc 2 ~3jc + l)~10]<f donde = mm| 1,~*| . 


NOTA DEIMPORTANTE ACLARACIÓN CON RESPECTO A LA DEFINICIÓN DE LÍMITE 


Sea /: A - > M; A c. M, xq punto de acumulación de A. 

Ladefmición: lim f(x) = L <=> (Vf>0)(3í>0) talque 

X~*Xq 

\ f ( x )- L \ < e SIEMPREOliE X €.4 A 0<:{Jp-%|<^ 
ES EQUIVALENTE A DECIR QUE: 

Si (le A a 0<|x— jc 0 | < S) => !/(*)-£)< e 


IProblema4 I lim(l-¿) = l, xeA, A =^0)^0,2] 

1 --- - 

Demostración : 

I. Por defmición de límite tenemos: lim f l -¿ ] = 1 <=> (V e > 0) (3 S(e) > 0) 

*-»o v ¿ ' 

talque* (0<|jc| < 5 a xeA) => 


Búsqueda de S en función de e 

Partode: j11 —y j-l| y lasimplificohastaque aparezcael término 
Veamos : |l-~--l| = |- i j- =|-^[|x 2 | = i|^( 2 


3. Por hipótesis, tenemos que: | jc| < S 
elevo al cuadrado => Ixj 2 < S 2 

mnUmlÍKQ/^A nAr 1 —A Í.J ví^/ X _í_ 


multiplicado por ~ 


j\x\j < §¿> 2 


(*- 4 ) 
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4. Hacemos: j-S 2 =s => S 2 = 2s => 8 = Jls 
Así, he demostrado que: 

(|jc( < 8 a xe A) => |(l-¿)-'l| < s , donde 8 = y¡2s f s>0. 


lim (jc 3 +x 2 ~2x) = 140, jc€ ^4, /1 = (4,5)u(5,8) . 
x-+5 

1. Por definición de lünite, tenemos que: 

lim (jc 3 + jc 2 - 2x) = 140 <=> (V £>0) (38 > 0), tal que: 
jc~>5 

(xeA A 0 < |jc-5| < 8 ) => (|(jc 3 +jc 2 -2x)-140| < £) 

.V---v-—' '-VT- * 

HIPÓTESIS TÉSIS 

2. Parto de |(jc 3 + jc 2 -2jc)-140| y la simplifico hasta que aparezca el término |jc-5| . 

Veamos : \(x 2 +x 2 — 2jc) —140| = |jc 3 + x 2 -2jc-140| 

FACTORIZAR POR RUFFINI: = |jc — 5||jc 2 + ÓJC + 28| 

3. Por hipótesis tenemos que: |jc-5| < 8 .......... v .. (3*) 

4. Lo que falta es hallar una cota M > 0, tal que \x 2 + 6x + 2$\ < M 

Ahora bien, para hallar M puedo proceder de dos maneras, para ambas maneras, aebo 
recurrir a un BELTA AUXILIAR 8 < 1, 8\ > 0>. 
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lra. Manera: 


|x-5|<l 
1 <* —5 <1 
—-4 < x < 6- 


ELEVOAL 
COADRADO • 

16 <x 2 < 36 


MÜLTIPUCAR 

P0R6 

24 <6x< 36 


Sumar miembro amiembro 


40<x 2 +6x<72 


Su m ar 28: 

40+28<x 2 +6x+28<72+28 
68<x 2 +6x+28<100 
=> | x 2 + 6x+28| < 100... . ........ (5*) 

Multiplico (3*) por (5*): 

'jx-5||x 2 +6x + 28| < 100¿ 

|(x 3 + x 2 -2x)-140| < e 


2da.Manera: 

Usando la propiedad triangular: 

|a + 6|á|af+|61 


|x 2 + 6x+28) = \x 2 -5x+5 jc+ 6x+ 28| 

= 1 x(x - 5)+1 lx+28| 

S |jc) 1 jc —51 +1 l|oc| + 28 

camo ?i?c - 5{ < 1 => £ |x((l)+11 j x|~+ 28 
= 121x| + 28 
= 12|x-5+5| + 28 
ál2(lx-5| + 5) + 28 
= 12Jx-5j + 60+28- 
< 12(l)+60+28 = 100 

Como vemos: 

|x 2 +6x+28j < 100 = M 


7. Haciendo 100<5 = f => ^ = Toó ff , escogemos 5 = mín| 1,^ | 

\ Así, queda demostrado que: 

(|x~5|<<J = mín|l,j|^| a x€>4j => (|(x 3 +x 2 -2x)-140|<f) 
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1 EJERCICI0SSección3.1 ) 

Usando las definiciones de límite, demostrar que: 


01.: fim(jr-3x+-5)=9 Rpta. S x =l 06. lim (x~1X* + 2) = -2 

x~>4 x-*0 

■ 

02. lim (x 2 + 3x) = -2 Epta. <5, =1 07. lim (x 2 -x) = 0 

x -*-2 jc -*0 


03. lim (1 — 2jc—3jc ) = —20 
x-*-3 


08. lim (3-x z ) = -l 

x-*-2 


*' I 1 ™, ( 2 3 X 2 ) 3 


09. lim(l-x-x z ) = -l 

■ x-»l 


05. lim (ax 2 +bx + c) = cdcq +bx Q + c 


10. lim(4^-2x+l) = l 


Problema6 Demostrar que: lim (1 + xy =1, A, A = [-1,0) u (0,1] 

i - x _^q 

Demostración : 

1) Por definición de límites, tenemos que: lim (1 + x) 2 = 1 c=> (V s > 0)(3 5{s) > 0), tal 

x~*0 


que, (|x|*< 5 a xeA) o (|(l + x) 3 -1|<^) 


Búsqueda de S en función de s 

2) Partimosde |(l+x) 3 — 11 y lo simplifícohasta que aparezca el término |x|. 

Veamos : í(l + *) 3 — lj =1(1 + jc)—1| |(1+- jc) 2 +(l+x) + l| 

= \x\\l+2x+x 2 +l + x + l| 

= |4|x 2 +3x+3| 

3) Por hipótesis tenemos que |jc(<Í . (3*) 
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4) Lo que falta ahora, es haüar una COTA M > 0, tal que: |x 2 +3x+3| < M 

Para ello, tomemos un S auxiliar, digamos S¡ = 1 de tal manera que 0 < 8 < 1 = S¡. 

5) Pero, por los pasos (3) y (4) podemos hacer la siguiente deducción: 

S¡, (|x|«J a ¿<1) => |jc| <I 

A partirde |x| < 1, podemos acotar eítérmino (x 2 +3x+3) 

Voy a exponer dos maneras de ACOTAR, la primera forma es compietando cuadrados y en la 
segunda fcmna usaré la propiedad triangular. 


—1 < x < 1 

Completando cuadrados en: 

x 2 +3x+3=x 2 +3x+f+3 


-MM 


Como: —I < jc <1 

Sumar|: -1+|<*+|<1+| 

1 cx+l'ecl 
2 <X 2 2 


Elevar al cuadrado: 

Sumar f : {+|<(x+{) 2 +{<f +{ 

=> 1 <( x +§) 2 +{ <7 

=> |(x+f) 2 +f|<7 = M 


Aplicando la propiedad triangular en 
|x 2 +3x+3|,ten«nos: 

|x 2 +3x+3|S|x 2 | + 3|x| + 3 


á|x| 2 +3|x| + 3 


Como: 


|x| < 1 => á(l) 2 + 3(1)+3 — 7: 


Como vemos: 


|x 2 +3x+3|<7 = Af. (5*) 
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6) Multiplicarlasdesigualdades(3*)y(5*): |x|’jx+-|j 1 < ^ 

l(l+*) 3 -l| * ^ f 

7) Haciendo 7S = e => S = j y escogiendo 8 = mín| \,j | queda demostrado: 

Si xe A a 0<|x| <S = mínj 1,~j => j(l+x) 3 -1| <e ,, 

Obseivadón ; Cuanda se trata de acotar funciones polinómicas, no necesariamente 
tengo que escoger el delta auxiliar como S\ = *| , también puede ser 

Si = j ó Si =j , etc. pero debe ser un número pequefio. E1 problema 
fimdamental es poder acotar. 


□ 3.3 UMITES DE FUNCIONES QDE CONTIENEN RAIZ ( IADRADA 

Cuando se trata de ACOTAR fimciones con RAÍZ CUADRADA, necesariamente se trabaja 
con el dominio de la fimción raíz cuadrada. 

Ejemplos: 

1. Eldominiode >> = >/ 2x-\ es: 2x-l>0 => x>\ 


2. E1 domiñio de ^ = V9-x 2 es: 9-x 2 >0 


x 2 <9 


=> -3<x<3 


3. EI dominio de y = y¡\-x - 5y¡2x-\ es: 
(1 - x > 0 a 2x - l>0) __ 

X < 1 A X _ L. 

Xe [z’ 1 ] 2 


Problema 7 Demostrar lim VTTx = 0, x€(l,3] = ^ 

- jc ->- 1 + 

Dondeeldominiode /(x) = yf\+x ,es 1 + x^O => x>-\ 
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1. lim -<J\ + x = 0 <=^ (Ve > 0) (3 <? > 0), tal que: 
Si (0<*+l<í a xeA) => |Vl+Jc|<¿. 


Búsqueda de 5 en función de e 


2 . Partimos de \-JT+x\ - -J\ + x , puesto que 1 + x £0 

Como vemos, ya apareció ei término (1+x) dentro de la raíz. 

3. Por hipótesis, teniamos: 0 < x+l < S extrayendo la raíz cuadrada: 


0 < ijx + \ < y¡S 

\Jx+í\ < £ 


4. Hacemos: -Js = e => S = e 2 


Demostrarque: lim (5 +-<j5x) = 10, x e[0,5) u(5,oo) = A 
x-+5 


Demostración: 


1 . Por definición de limite, debo demostrar que (Vf > 0) (3 S > 0) tal que, si: 
(0<|x-5|<<? a xeA)=> (\5 + j5x —10| < e) 

2. Partimos de |5+->/5x-ÍO|, sumo, racionalizo y factorizo hasta obtener el término 
l*-5| 


•Veamos : \5+j5x — 10 | = \j5x -5| = 3 (JJx -5)- 7 ^-^ 


5j-2S _ 5 (*zl I 
•JSx + 5 Jíx + 5 


= 51 jc — 51 ' 

\\j5x + 5|, 
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3. Porhipótesisyatenemosque: |jc-5|<<J .. (3*) 


Lo que falta, es hallar una cota M > 0, tal que: Nota: \yf5x + 5 | = \¡5x + 5 

> • 

\y¡5^ + 5\~' \Í5^ + 5 <M Pues >/5 x+5>0, Vx>0 


4. La acotación de se logra a partir del dominio de f(x) = 5 + \¡5x 


Pues: x e Dom(f) <=> 5x > 0 
=> *>0 
=> xe[0,+oo} 


En consecuencia, para acotar el término partiré de 5x > 0 . 

Tomo raíz cuadrada : \¡5x > 0 


Sumo 5 


Invierto 


y¡5x + 5>0+5 
-J—= M 

V5Í + 5 5 


5. Multiplicar las desigualdades (3’*) y (4*): |jc— 5| i <|<? 

\J5x + 5 3 

Multiplicado por 5: 5|x—5| - 7 —1— < 5 §- = 8 

V5*+5 “ 5 ^ 

|5+-s/5í- 10| á e 


6 . Escogemos | S_=_e | 

Siguiendo el mismo método, demostrar íos siguientes iimues del 9 al 12: 

Problema 9 ] lim (2--73x) = -l Rpta. M = \, 8 = e 

^- x-+3 . . 


Problema 10 


lim (2+y/2x) = 4 
x-+2 


Rpta. M = \,8 = e 


Problema 11 


lim 4^-x = 2 

jc->0 


Rpta. M=\,8 = 2e 
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Problema 12 


lim yjx + 5 = 3 
*->4 


Rpta. M=± , S = 3e 


Problema13) Demostrarque: limv4-jc 2 =y¡3 , xe[-2 ,l)u(l,2] 
-- *-*•! 


Demostración: 

1 . Debo demostrar que (V e > 0)(3 S > 0), tal que, 

Si: (0<|x-l|<<? a xe[-2,2]-{l}) => (|>/4-x 2 S\<e) 


Búsqueda de S en función de e 


2. Partimos de: | ^4-x 2 raeionalizary factorizar hastaobtener ei termmo: 


Veamos: 


IL7-S i- 


J4-x ¿ +V3 


4-jr 2 -3 |l-x 2 j _ |l-x||l + x| 

^4-x 2 +sft ¡^4-x 2 + VJ| ^4-x 2 +n/3 

_% .. 

ix-i] (\x+V¡¡ H . - p \ 

--- \J4- x 1 +V3/ 



|i-*Mx-i| 

/4-x 2 +V3| = >/4-x 2 +>/3 , Vxe[-2,2]-{l} 


3. Porhipótesistenemosque: |jc~1|<<5 .....(3*) 


4. Lo que falta ahora, es acotar los términos: |x +1| y , - —- 

J4-x 2 +>/3 


Es decir, debemos hallar el número M, tal que, |x+l| —- < M 

\¡4- x 2 +J3 
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Veamos: 


PARTIRDEL DOMINIO 


*e[-2,2]-{l} 


Si jc€[-2,2] 
=> -2<x<2 


Sumarl: -l<x+l<3 


|x + l|<3 


Como . : 4-jt >0 


Extraerraíz : \4-jr >0 


Sumar \¡3 ... : \4-jc 2 +- \ Í 3 > yf 3 


Invertir. 




MULTIPLICAR MIEMBRO A MIEMBRO 


.V - V ^3+ = M 


J4-x z +V3 


5. Multiplicar (3*)y (4*): |x-1[|jc + 1| < 3-L<J 

J4-x 2 +S “ v3 


4-jc 2 -^3| 


6 . Hacer 3-4~£ = s 8 = ^ s, siendo e>0 y arbitrario. 



Si: ^ = 1 ==> 8 = ^- = 0.57 


OJO: £ debe ser un número muy pequefío; di- 
gamos £ = 0.01 ó s = 0.001 ó quizás más pe- 
quefto. Aquí he tomado s = 1 sólo por comodi- 


2 x dad en el gráfico. 


0.57 0.57 
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Problema14 Demostrar que: lim -¡fJ—= |, xe A = [0,4)u(4,co) 

--- x-+4>lx + 2 4 

Demostración : 

1. Debo probar que (V s > 0) (3 8 > 0), tal que, 

Si (0<|x-4|<í a xeA) => 


Búsqueda de S en función de e 


2. Partintos de -jJ—! , para sumar, racioaatizar y feetorizar, hasta encontrar el tér 

y/X +2 4 


mino | jc — 4|, luego nos ponemos a acotar. 


Y ea in p g: 


-j—-i = k\ mémzM 

17 +2 4 4(^ + 2) |4(VÍ + 2>} } tflfi + 2)(2 + sfx) 

—f.-liv-4| / ! 

4(y[x+2) 2 4 '.(VI + 2) 2 ; 


3. Porhipótesistenemosque: \x-'4\<S ............ (3*) 

» 

Lo que falta, es hallar una cota M > 0 tal que, — - < M 

bíx + 2) 1 

Para ello partimos de: jc e [0,po) - {4} = A 


Extraer raíz: => >fx > 0 

/ / : ' ; 

Sumar2: =>>/jc + 2>0 + 2 
, Elevar al cuadrado:^ => (yfx + 2 ) 2 > 4 

Invertir: => ^ = ......(3**) 

(S + 2? 4 


4 . Ahora, multiplicamos lasdesigualdades (3*)y (3**): /|x-4| 


_I_<i¿ 

(J-x + 2?-* 0 
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Multiplicar por j : 


\\x-4\ ~ J J .r 
4 (>fc + 2) 2 < 




5. Haciendo: j^S = s => S = \6e, habremos demostrado que si: 

(0<|x-4|<£ = 16£ a xeA) => -7-—-- <s 

Iví + 2 4 

Siendo f arbitrario muy pequéño. 

Por ejemplo £ = => S = 0.03125 


Demostrar que limyfx =lfa , xeA, A-JR\ 

x->a 

CASOI Si a = 0, lmVx=0 

jc-»0 

Demostración : 

1. Debo demostrar que (V s > 0) (3 8 > 0) , tal que, 

Si (0<|x|<¿> a xeA) => \3fx\<s 


Búsqueda de 5 en función de s 

2. Partimos de \>¡x\ paraencontrar |a:| 

Veamos : \yfx\ = ^J\x\ 

3. Por hipótesis tenemos : \x\<S 

EXTRAER RAÍZ CÚBICA : tf\x\ < tfs 

\V* I < € 

4. Haciendo +Js = s => 8 = s 3 , habremos demostrado que: 

Si (0<\x\<S = s 2 a xe JR) => \>¡x\<£ 
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5. Multiplicar (3*) y (4*): 



6. Haciendo: —^— S—e => S = ~^— £■, habremos d«nostr»lo que, 
3 (a%) 2 : 

si ^0<[x-a\<S=j(a*y*e a x€Í¡r| => \}¡x-lfa\<e 


Demostrarque: lim , «>0, Df = [0,«>-{a} 

x-*a x ~ a 2Va 

Demostración : 

1. Debo demostrar que (V £ > 0) (3 <5 > 0), tal que; 

Si (0<|x-«|<<J a xeD/^fO,»)-^}) => <* 



Búsqueda de 8 en función de s 

2 i _ blx-'¡a)(4x+4a) \ _ 1 

x-a 2 yfa (x - a) (>¡x + yfa) 2\fa (x-a) (Jx +4a) 2 >¡a 

I _|_ __ 2 >¡a-'Jx ->[a _ Ja-yfx __ (r¡a + >/x) 

<Jx+>[a 2 >¡a 2^¡a (yfx + y¡a) 2 yfa^Jx+^fa^ 2 4a (sfx +<Ja) (^fa + yfx) 

2 ra{S+ra? 2 ' \r x +S) 2 

3. Por hipótesis^enemos que: | x - a\ < S ... .(3*) 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real 


4. Lo que falta ahora, es hallar una COTA M > 0, tal que: 


(4x+>[a) 2 


Veamos : 

Partiré del dominio: 
Sabemos que 


: x>0 , con x*a, a>0 


Extraer la raíz cuadrada : y¡x>0 

Sumar \¡a 4x+\[a > \¡a 

Elevar al cuadrado : (\¡x + \¡a) 2 > a 


Invertir 


I = M .... ( 4 *) 

(Jx + yfa) 1 a 


5. Multiplicar las desigualdades de (3*)y (4*): \x~a\ 

(ylx + dar a 


6. Multiplicarpor: jJ-: s _l^S 

\[x-\[a 1 

-r- J= < £ 

x-a ada 

Haciendo: —= c =>S = 2 a\[a e habré demostrar la existencia del límite. 
2a>Ja . 


□ 3.4 IÍMITES DE FUNCIONES RACIONALES 

Para la demostración de límites de fimciones racionales de la forma: lim = 

.1 ■ . X^+Xq X ü - 

donde x = a es asíntota vertical, tener cuidado en el momento de acotar. 

Para ello, deseo hacer algunas breves recomendaciones: 

1) E1 DELTA “ 5\ ” auxiliar que se usa para ACOTAR, debe ser menor que la distancia entre 
los puntos x = a y x = x 0 . Es decir: 

$\ < \ x o- a [ 

I-DISTANCIA DEL PÜNTO X = Xq 

ALAASÍNTOTA X = a 
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Análisis Matemático I 


Con esta observación debe quedar claro, que unas veces no es conveniente trabajar con 
S x . = 1, sino con quizás con S^ = ~, etc. De preferencia escoger <5^ . 

Ejemplos: 


1. Si lim - —r = -2, debo escoger 

X—>\ X-f 

$i <|l~ 2 H2 ’ ^S* 11108 De pre- 

x 

ferencia escoger S x =j = j 


ASÍNTOTA VERTICAL*. X - -^ = 0 



lx-h<j 


Se llama vecindad 

DEL PUNTO X 0 = 1 DE 
RADK) Sj 


2 ‘ SÍ 1Ím 2 ^7 = 10> deb ° eSC °g er 

X—j 

% <|-5-(-f)| =5’ ^ = 5 

que es lamitad de “f“(~f)| • 

ASÍNTOTA VERTICAL: 5x + 4 = 0 
X 5 


[ sjh 5 


VECINDAD DE -1 
DERADIO =1 


2) Manejar correctamente lapropiedad: |x-x 0 1 < S\ <=> x 0 -S { <x<x 0 +S r 


Ejemplos: 

1. |x:-I|<i 


í—4< X<1 + 4 

' \<X<~ 

4 4 


2. <f 


.2_i <i< _2 + l 
5 5 5 5 

< x < — 
' 5-^5 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real. B I 67 Jj ; 1 

■.. 1 1 . . , -tí-■■■■■:, ■ , 

3) Si a<n<b => \¿t\ < máx{|o|,¡6|} 

Veamos 4 ejemplos distintos: 

1. Si -5<2x—3<2 => |2x-3|<5,pofque 5 = máx{|-5|,|2|} 

2. Si -2<5x-2<7 => |5x-2|<7,porque 7 = máx{|-2|,|5|} 

3. Si -9<2-3x<-4 => |2-3x|<9,porque 9 = máx{|-9|,|-4|} 

.4.. Si -|<x+4<2 => |x+4|<2,porque 2 = máx||^|,|2|| 

4) Sia</i<b => // 2 <k 2 , A = máx{|a|,|¿|} 

Ejemplos: 

1. Si -4<3x+2<3 :.=> (3x+2) 2 <4 2 ,pwque 4 = máx{|-4|,|3|} 

2. Si 6<l-2x<8 => (l-2x) 2 <8 2 ,porque 8 = máx{|6|,|8|} 

imp m rt mmU áaétteéléms 

¿Que signifíca 5 = mín{l,2f}, siendo fun número real positivo cualquiera? 
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Análisis Maternático I 


r i ‘i 


Veamos: 


En consecueñciá: • 


S' £-\ 

ENTONCES 

í=mín{ 1,2(0} = f 

Si £=t 

4 


S = mín ( 1,2(0 } = 2 " 

II 

U>|*r- 


8 = mín {1,20) j = j 

Si £ = ¿ 


S = min jl,2(-i-) j = 1 

Si € = 1 


S - mín{ 1,2(1)} = 1 

Si £ = 2 


5 = mín{l,2(2)} = 1 

Si £ = 3 


¿ = mín{l,2(3)} = 1 

Si £ = 4 

...... .. - 

¿ = mín (1,2(4)} = 1 


S(s) = 


1, SÍ £>± 

2e ,Si 0 < % <j 


Su gráfico es: 

\ó(e) 


dC«) = 2f 


ó(e)=í 



puede tomar cualquier valor positivo: 
en cambip S a lo más toma r el valor de 
1, puestos qué 0 <S < Í 


Problema17 lim^-~ = ~2, 

^ - x->\ x-j 2 

Demostiación: 

1. Por definición de límite, tenemos que: . 

lim =*-2 <=> (V^>0)(3^>0),talque: 


a xeDj- = j => ~ - i" -(-2)<:g 


HIPÓTESIS 


HIPOTESIS 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real 


Búsqueda de 8 en función de s 


2x — 3 

2. Partimosde: - p~{-2) y la simplificamos hasta que ap^e 2 xa el término: |jc-1| 


Veamos: 


2)1= 2x ~ 3 i 2 = 2 ( 2jc ~ 3 ) ) 2 = 2C2jc-3V+2(2x-t) = 

_1 ^ ' 2x-i 2x-l 2x-\ 


4x -6 + 4x-2 
2x-í 


8x-8 _ 8(x-l) 
2x-l 2x-l 


= 8 |*- 1 |{ 


/ l ' 


3. Por hipótesis tenemos que (jc -1) está acotado por S 

\x-\\7s 


4. Lo que falta ahora es hallar una cota M > 0, tal que ¡ r~ *■ M 

\\~ x “ U/ 

Para ello debemos escoger un 8¡ auxiliar de modo que: 


Multiplicar por 2: ~ < 2x < | 


Sumar-l : |-l<2x-l<f-l 


Invierto : 5 < fx- 1 K ^ 


<3 = M 


8 X <jl-^[,digamos j 

|' P^es 3 <2 


Distancia del punto = 1 a 
la ASÍNTOTA x—f = 0 => 

Demedoqne; |x-4.<^ <áj =f 
=> De: |*-l|<f 
obtenemos : —|<x-l<i 


l-i<x<l+I 


porque 3 = máx 




l <x <á 

3 
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6 . Haciendo 24 S ~e => 5 - 

24 

escogemos: d = min| ^| 



Así quedó demostrado que: 

Si (|x-l|<¿ A *eZ>/ = .ffi-{¿}) => |^y-(-2) <£ 
Vf>0 y J = mín|l^j 


Ilustración grafica 
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Bósqueda de 5 en función de e 

^ £i m plific° hasta que aparezca el término \x \. 


- Veamos: 


3. PGf^ipótesistoíemos que elíérmino |x| está acotado por S, es decir: |jc[ < 8 ... (3*) 

4v Por¿feusc^ «nacota M > 0 , tal que, ■ — r <M 

M I2x + >/3i 

Para dio tomo un Auxiliar**, tal que ^ = digamos 

8\=j{ puesto que 

5. Por los pasos (3>y (4) podemós hacer la siguiente deducción: 


+ L £<X->I2) + J2(2xt-S) = 

\ 2x + S >/3 ] | fi(2x + S) 

' ■ \ _.... 

+ (V^ + 2V2)3cj = (^ + 2V2) . 1 

J ~3¡T(2x~+3i) ->/3(2* + Jí)\ |X '.|2x + ^|j 
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Multiplicar por 2 : -1 < 2x < 1 


Sumar y¡3 : --I+s/3 <2x + V3 <1+>M 

Invertir: —<—L—< 1— 

1 + V3 2x + yJ3 V3-1 

(esto es posible porque los : 
extremos tienen igual signo) 

>/3-1 ” máx { l + >/3 ’ >/5-1 } 

6. Ahora, multipliquemos las desiguakjades (3*) y (5 

7. Multiplicar por (73 + 2^2): (^/3 + 2 ^ 2 ) 

'-----V>-^ V-___— 

,y¡2 < € 



8 . Haciendo: 


(>/ 3+2 >/ 2 ) 
V3 



£ r^> 


Escogemos ¿ = /wm 


1 ^ (>/ 3 - 1 ) 

2 ’ S + 2y/2 
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Búsqueda de S en función de g 

2. Partimosde: j | y lasimplificamoshastaque aparezcael término \x-2\. 

VMmn .. 12£+3_7 1 4(2x+3)-7(3x-2) l I to+Í2-2U-H4 1 

veamog . | 3x _ 2 4 ~| 4(3x-2) ~| 4(3x-2) | 

I ~13*+26 l_l -13(x-2) l_ 13 < 2| j 

| 4(3*-2) |“| 4(3x-2) [" 4 'px-2| 

3. Sesabeque \x-2\<8 .......(3*) 

4. Lo que falta ahora, es hallar una cota M > 0, tal que < \f . Para ello, tomemos 
una u 4$i AUXILIAR” talque ^ <|2-2|=-|. 

5. Podemos elegir <$j =1, puestoque 1<| enconsecuenciá, de \x-2\ <S<,Sx =1 

Deducimos: |jc—2| < 1 
—1 < jc—2 <1 

1 < jc<3 


Muhiplicar por 3: 


3 <3x <9 


Sumar-2 : 3-2<3x-2<9-2 

l<3x-2<7 

Invertir: 


Hacer: 


13x-2| 


<\-M , porque l = máx|ji|,)l|| 


Muhiplicar las desigualdades (3*) y (5*): \x-2\ ¿ 


Multiplicar por &: ^ |x-2| <11$ 


2x-f3 7 < € 

3x-3 4 
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7. Hadend ó:&S = e => ^=^£'/escogemos J = ^ 


1 201 Demostrar que: lim ■■ 


1. Dado e >0 arbitrarioexiste 5 >0 enfimciónde e, ialque, 
si (0<r*-l|<¿P a xeD f = JR-{2,-2})=ÍL^-+l <e 


Búsqueda de 5 en función de e 


_¿_ + i 


3x 2 + x 2 -4 


4JC 2 -4 


^(x 2 -1) 



Xx 1 -*) 


3 ( * 2 -4). 


Hx*-4) 


3I* 1 I\I X+1 I| X 1 2 | 1*^21/ 


3. Según hipótesis, tenemos: |x.-l|<í . (3*) 

Para hallar M > 0; tal que^x+ll |jc ^ 2 | |jc+21 ^ M 


Escogemosun“<5| auxiliar”, talque <mi/n{|l-2|,|í-(-2)|} donde: 

1=|1—2| : Esíadistancia de xq =1 alaASlNTOTA x = 2 
3 = |1—(—2)| : " " " xq = 1 a la ASÍNTOTA x = —2 

Supongamosqueelijo <5j = ^,puestoque ^<1. 

Luego.de |x-l|<<5á¿i =¿,deducimos: 

—i < JC — 1 < -1 
1 ~2 <JC< 2+1 

i<x<¿ 

.2- x< 2 
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75, 


— < x < 1 
2 2 


Sumo 1: 

Sumo-2 

Sumo 2: 

2+l<x+l<|+l 

f-2<x-2<f-2 

f+2<x+2<f+2 

fcx+Kf 

2 <X 2 

f<x+2<f 

ELEGIR 

INVERTIR 

INVERÜR 

f = máx(|'f |,|f |}- 

A x-2 ^ 3 

2 < _1_ < 2 
7%+2K 

Hacer: 





= máx 




MULTIPLÍGANDO ESTAS 3 DESIGUALDADES Y U (3*), OBTENEMOS 

|r+ll—1-2—<1.2.2/? 

1 '|jc-2| |x + 2| -2 ¿ 5 


Multiplicar por f : |jc 1 2||j * j , ¿ 1. 2< ? 




¿-+1 




5. Haciendo %-28 = e => <? = |í , escogemos: S = mín||,|f | 

94-15x 53 


Problema 21 1 Demostrar que: liim ^ 5x ' +2Í ~ > x * ~f 


Demostración : 

1. (Vs>0), (3<?>0), Si ^0<j.x+fj<¿ a xeDj- = 7R-j-2j j 


, 94-15* 53 

5(5*+ 2) 5 


<£ 
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Búsqueda de S en función de e 


o p-jjtir de 94 ” 15 * 53 _| (94 -T5x) + 53(5*+2) 

2 . Partir de 5(5;c+2) +y-5(5Í+2) 


| 94 -15* + 265x +106 1 [ 250jc + 200 [ 2SO (* + 25o) | . gn |.. . 4 I 


5(5x + 2) 


±ír2LL±r: - .V- - f£HZ = SOl Y4.Í 

5(5x + 2) 5(5x + 2) | 5 l|5x + 2|, 


3. Porhipótesistenemosque: x+|> <8 ...... (3*) 

4. Lo que falta acotar es el ténnino: > es decir debemos hallar una cota M > 0, tal 


5. Para ello escogemos un AUXILIAR” tal que S\ <¡ ~f ~( _ t) = f digamos ¿>1 = j > 


puesto que ~< ¿. 


Portanto, si |x+y|<<£<¿j 

deducimos que, 

| 

x+ i\ 

i<i 



-I< 

x+i 



* . 

5 

5 

5 



-4< 

X 

<i- 


5 

,5 


5 



-1< 

X 

A 

1 

cn|U) 

Multiplicar por 5.. 


-5 < 

5x 

<-3 

Sumar2 ...... 

...-5 

+ 2< 

5x + 2 

<-3- 



-3 < 

5x+2 

<-l 

Invertir: ... 


-1< 

1 

5* + 2 

<4 


r A partir de esta des- 


el término: —1— 
5x + 2 


^<1 = A/ pues l = máx{|-l|, 


6. Multiplicar las desigualdades (3*) y (5*) : x - y ^ 
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7. Multiplicar por 50: 50^+f < 50 <5 


15(5x_+2) 5 


8. Haciendo 508 = s => 8 = Jq£ , escogemos 8 - mín| j,^¡81 


Problema 22 Demostrarque lim = -9, jc 5 * — 1 

x->-j 

Demostración: /.' 

1. Por defmición de límitei tenemos: 

lim f^f = -9 c=> (V e > 0)(3 8 > 0) talque si 

*■+ 4 - 

(|x+||<£ a xeD f =lR-{-lf} => 


Búsqueda de 5 en función de s 


^ j 1- jc , n 1 -jc-h9 + 9x[ 8x + 1Ú o( X+1 8) 

2. Partimos de: t—+ 9 = r--*= -r— = 8 -~—^ 

1 + X 1 + X 1 + X 1 + X 

= 8Íx+4kr^ 

I 4 vx + 1 


3. Por hipótesk tenemos que: <S 


4. Lo que falta ahora es hallar una cota M > 0, tal que M P ara e U°> debemos usar 

ta hipótesis | x + 11 < S y escoger un “ auxiliar” de modo que: 

|x+||<^<¿i, donde ^ <|-4-(-l)| = f 


Usted puede escoger ^ =j ó $\ = \ 6 <5^ = i, etc. como vemos, todos éstos números 
son menores que ^ • D e preferencia escoger: ^ 
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5. Supongamos que escojo = i, entonces tendré que: 

Si |jc+|J<^<^ =~, obtengo |*jc+~|<~, del cual deduzco: 


=>' - 5 <X+ 4 <5 

--s —L _ JL < i— JL 

5 4 5 4 

- 4-25 , . 4-25 

=> 20 <x < 20~~ 

=> _29 < v. < _21 

20 20 

Sumar 1: => -^+1 <x+1<-^+1 

Invertir: => -20 < < -20- 


Como 20 = máx||—20|,|--y|| 


i^i <20 = M . < 5 *> 


6. Muftipiícando las desigualdades (3*)y (5*), obtenemos: [ jc | - c 20<S~ 


Multiplicárpfr 8: 8 x+| < 160( j 

■|/(*)-£| < £ 


7. Haciendo 160<J = £- => 8 = y¿Q^,escogemos 8 = mín||,| 
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Límites de Funáones Reales deVariable Real 


Siguiendoel mismo método, demostrar que: 


Problema 23 lim ¿ = -2, x * 0 , escoger ^ <4 


Problema 24) lim = 5, x -1 , escoger S\ <•£ 


Problema 25 


lifn 182 ~ 49a: - _ 231 x * _ á escoeer S, <- 
1 8(7jc + 6) “ 8 ’ ** 7 » eSCOger ^ % 


Problema 26 


lim *■ = —|, x*±2, escoger S\<^ 
x-*-3x ~4 5 z 


Problema 27 lim = 2, x # r 


IProblema 28| 


1 íl3^2 =0 ’* ,í 3 


Problema 29 


lim = - W, x * ±3 

^12 9-x 2 25 » 


Problema 30 




Problema 31 lim 


x ¿ +2x-3 


x-+l JT-3x + 2 


=.-4, x&l, x*2 


Problema 32 


x-+j 6* -5x + l 


- = 5 , x ^ 2, 


Problema33 


lim = x*0, 

r->0 5x 2 - 4x 4 5 
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Análisis Matemático I 



Próblema 34 


y -2 + 3x-x ¿ 

lim —=—-- 

x—>1 2x 2 -5x + 3 


: 1 5 X*l, X*J 



Demostración : 

1. Por definición de límite tenemos que: 

lim |x| = \x 0 1 <=> (V s > 0) (3 8 > 0)ytal que, si 0 < \x-x 0 1 < 8 

X-+XQ 

a xeM entonces | \x\ - |x 0 11 < £ 


Búsqueda dejen función de s 

2. Porlapropiedad: \\a\-\b\\<\a-b\, V a,be 1R 
tenemos que: | \x\ - \x 0 11 < \x - x 0 1 

3. Si (0 <}|jc| — |jco j| < |x— JC 0 | A |x-x 0 1< <J) , entonces ||x| — |x 0 | [ < 8 

4 Haciendo <5 = 3, habremos demostrado que: 

Si {0<\x-x ü \<S = £_a xe. IR) => (tW-|x 0 lj<£-) 
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Límites de Funciones Reates de Variabíe Real 




Problema 40 Deraostrar que lim (1 - sen x) = 0 


Demostración : 

1. (V £ >0)(3 S>0), tal que , si |o<Jx--||<<? a xe JR j 

=> 11—sen jc—0| < e 


Búsqueda de 8 en función de £ 


^ + X f-JC 
A -- c pr £»»» 1 


2. |l-senjc|= sen~-senjc = 2cos-2y—sen-^y 


4+jc 

= 2 COS-^y— SWl-^y- 


3. Pero: 


jcOS^-r—1<1 


sen-^y— < -¿Y 


Multiplicar 


f + X f-x f-x , 

COS-V SenJ T‘ * = 2 X ~2 


Multiplicair por 2 : 2 cos- 2 -^— sen^— <2~ x-& 


I ..... i JL iL — % 

4. Como: bc-f <5,entonces, 2 cos+r— sen+r— < S 


|(l-scnx)-01 < £ 


5. Haciendo S = £, queda demostrado. 


Problema 41 Demostrar que lim (2-cosx) = 1 

v— f - - -J x-+0 
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Demostración : 

1. (Ví >0)(3 J>0) , tal que, Si: (0 < |jc| <8 a xeJR) => |(2~cosx)-l|<¿* 


Búsqueda de S en función de e 

2. Partir de |(2— cosjc) —1| y transformarlo hasta hallar \x \. 

Veamos : |(2 - cos x ) ~l\ = |1—cos jc| == 12 sen 2 | = 2 

3. Pero: jsen~| < |~j (ésto, basado en la propiedad |sen//| < \ju\ ) 

I «2 i j2 

Elevar al cuadrado : sen f ~ f 

2 2 (2 

Multiplicarpor2 : 2jsen~| <2j*|| <=> 2jsen-|| <f|x| 2 ......(3*) 

Para seguir ACOTANDO, haré uso de la hipótesis: 

4. Por hipótesis, tenemos : \x\ <8 

Elevar al cuadrado : |jc| < S 

Multipllcarpor j : j\x\ 2 <^S 2 ...... (4*) 

5. Comparando las desigualdades (3*) y (4*) y por Ia propiedad de transitividad, obtene- 
mos: 

2|sen-|| < ±S 2 

|(2-cosjc) -1| < ' r ~e~ J 

6. Haciendo: ^S 2 = s => S 2 = 2e 

=> S = yfíé, queda demostrado el ejercicio. 
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Ejemplos numéricos: 1. [2.3] »2 , pues 2<2.3<3 

2. |4]=4 ,pues4<4<5 

3. [-2.1] = -3 , pues -3 < -2.1 < -2 

4. [-5] = -5 , pues -5 á -5 < -4 

Problema43] Demostrarque: lim ^ = 4, • 

'-’ H ,_»i 15* —1| 4 5 

Solución : 

En primer lugar, veremos en que intervalo se mueve la variable x. 


Si x -+ 1 entonces: í x +-j 1 se hace 11 + j 1 = 1 


1<x+j<2 


<=> 4¿x<t 


En segundo lugar, definamos el valor absoluto |5jc—1| , así, tendremos: 

í Ci vVÍ 


■|5*-1| = 


5jc-1 , Si 
-(5x-l) , Si x<! 


H x + — g •» 

En consecuencia, la fimción f(x) = se convierte a la fbrma /(*)- 




Por tanto, debemos probar que: lim j—-. - i ? x e [ j , | ^ 


Demostración : 

1. (Vf >0)(3<5>0) talqüesi (o<|jc-1|<<5 a xe[4,f)) 


1 1 
5jc — 1 4 


Búsqueda de S en función de e 


1 1 _ 

4-5x+l 


5-5jc 


5(1 -x) 

-i 

1 — X 

-4' X l l(|5*-l| 

5x-l 4 

4(5js- 1) 


4(5x-l) 


4(5x-l) 

4 

5 x-1 
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3. Por hipótesis tenemos que \x-l\ < S ........... (3*) 


Por hallarse una cota M > 0 , tal que, < M 

La cota A/se halla á partir del intervalo [y) 

Veamos: Como => 

4<X<9 

5“ 5 

Multiplicar por 5 : 

4<5x<9 

Sumar-1 : 

3¿5x-l<8 

Invertir : 

i< l <1 

8^5jc-1“3 



Multiplicar lás desigualdades (3*) y (4*): |x-l| j-~^jj 

Multiplicar por ^ 

i < Hf, 

: 1 " 1 

< 5 e¡ 

5x-\ 4 

12° 


(4*) 


7. Hacer: -~S = e => ,5 = 


|Problema44 Demostrarqué lim yJ\x\~lxl = j 




Demostración : 

1. En primer iugar, veremos en qué intervalo se “mueve” x cuando x-> 1 
Veamos : Si x -» ^ entonces [xj se hace; 


m— 


0Sx<i 

——*¡r 


2. En segundo lugar, deftnamos et valor absoluto: |x| = 


x , Si x¿0 
-x , Si x<0 
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3. Por tanto, la fimción / (jc) = y | x\ - [ jc| se convierte 
en f(x) = y[x, 0<x<\ 

Enconsecuencia, el lim J\x\ - es equivalente aescribir: lim yfx = j , xe[0,l). 


y 2 


Demostración: 


I. Por defmición de límite, tenemos: lim Ví=4 <=> (Vf> 0)(3í>Ó) 


***** Y ^ 


Si |0< < S A XG[0,1) j => yfx-^ <£ 


Búsqueda de S en función de e 


2 . i^4 -I* íl|4 


3. Yatenemos acotado el término jc-A , pues <8 


4. ^Debemos acotar el término 


, es decir, se debe hallar un número real M > 0, tal 


qüe, 

K* + il 

Veamos : Partiré del intervalo [0,1) 


Tomar raíz cuadrada 


x & [0,1) 0 < x < 1 

0< y¡X <1 


Sumar ^ 


Ihvertir 


i<x + i<i 


x <-r=J—r ¿ 2 = M 


3^h 


P¿T 
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5. Multiplicar las desigualdades (3*)y (4*): x-^ r-¡J- 


n < 2 s 


muiupiivot iuo uvoiguuiuuuvo \-J j j j. a —~r i — y— — 

1 41 Jx+X < 

'~WJ\ s 

6. Haciendo 25 = s => 5 = \s, queda demostrado el problema. 


Demostrar que lim-—nr = 4 

x->t4x~[2x-±] 3 


Demostran 


1. En primer lugar, veamos en qué intervalo se mueve “x” cuando x 1. 

Ysamos: Si x-*l entonces: | 2 jc|= 12(1>—i ] = [t.Ó6J = l 
c=> l<2.x-f<2 

l+|<2x<2+i 

!^<f • 

Í **<1 


2. Como |2jt"] = l c==> 4<x<~ , entonces la función f(x) , tomalaforma: 

f( X )~~4x-Y’ Xe [í’l) 

3. Debo probar, por tanto que: lim = f ’ 


Veamos: 


i 4 jc~ I 3 


(V e > 0) (3 5 > 0) tal que, Si: 


(°<lx—il<¿ a => o<|4Gr=r“fj< J 
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Búsqueda de 8 en función de e 


4 4 4 _ 12-16X-I-4 _ 16-lfe _ 16(1 -x) 16. ti /"' l "N 

4x-l 3 3(4x-l) ~ 3(4jc-1) 3(4x-1) 3' *\|4jc- 1|.. 3 


5. Como |x-l| < S , me faltahallar unacota M >0, tal que: i ' j j i¡j < M- 


6. Partiré del intervalo 
SÍ I<¡ [«-6) '=• 


^<4x<^ 




<4x-l<- 


. <-é_ ^, 

— 1 rt ^ 1 


22"4*-l“10~"|4x-l|-10 


7. Multiplicar (5*)y(6*): l*~l| 


8. Multipiicar por y: yl*-l|i47nj < %-ffcS 


9. Haciendo y £ = £ => ¿ = , V £ > 0 queda i»obado el límite. 


Problema 46 Demostrár que lim^ ^ = 1 

X ~*2 

Demostración : 

1. En primer lugar, veremos el recorrido de “x”. 

Si x ->|, entonces M = [§ J = P-5]-l <=> 


1 < x < 2 
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2. En consecuencia la función / (x) = ¿ se 

1*1 I-XJ 

hará de la forma: 

/(jc) = —r , siempreque l<x<2 a jc *1 

X l S-—V- 

1 < jc < 2 

Ahora todo se reduce a probar que: 

lim ^z£ = l, xe<l,2) 

. 3 X - 1 



Veamos : 

3. Por defmición de límite, tenemos: 

lim^—^ = 1 => (V £■ > 0) (3 ¿> > 0), tal que: 


Si ^0<|x-| <8 a xe<l,2)/: 


* (0<|^l|c^J 


Búsqüeda de S en función de s 


1 

x-l 


2-x-x+l 


-2x + l 



_2| 

| r 3 \ / ’ 1 


x-l 


x-l 


x-\ 

3| 

\ 2\\\x-l\,. 


5. Porhipótesis setiene que <S 


6. Por hallarse un número M > 0, tal que, j~\\ < M 


7. Debopartirde (1,2) : síxg(1,2) 

=> l<x<2 

Sumar -1 : => 0<x-l<l 

Invertir : => 1 < —^-r 

x-\ 
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Como vemos no es posible acotar. Por lo tanto, escogeremos un “ auxiliar” que sea 


<5j < f -1 , digamos <5j =| o <5j =f = 4 


-Distancia del punto jc 0 = 
a la asintota x = 1 


- Es mejor tomar ia mitad 
de la distancia de xq a 

la asintota. 


8 . De estamanera, si x-\ < 


Obtenemos: <| 


Sumar-1. 


—i. < jt—-2- < J- 

3 2 3 

¿-i< y <¿ 4 -i 

!<*<¥ 

6 <X ~ l< 6 

5<¿I< 6 


9. Multiplicar las desigualdades de (5) y ( 8 *): x-f jjj-|-¡j<6<5 


10. Multiplicar por f: | x~f < f 6 S 


2r£_l < 4 8 

x r 1 


ll.Haciendo 4S = s => ¿^ff.escogemos J = mín||,|£-| 
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n 3.6 LÍMITES ESPECIALES 


1. Probarque fer#]=5 


Sólucíón: 


-- - | (*-l) J “ 

en un entomo de x - 2. 

Solución: 

; ■ r . ■:; : . .. , ... .. . ... ■ . . _ ; - 

1. Unentomode x = 2,es |x-2|<¿ 
<=> 2-8 <x<2+8,8>0 


2. Pero 2Z¿l = 2+-2r¡ 

X-1 X~1 


3. En“2-8<x<2+8" 

Sumar-1 : !'-<?< x-l<l+<y 


Tnvertir: -rf-r < — 1 4 < 

1 + 6 jc — 1 1 —0 


Por el Prob. 1, se sabe: lim J J = 3 


, j ,. 5JC 2 — IOjc 

Luego: L= lim - 5 -—— 

x-*2~ x -5JC + 6 
oc<2 

5s ( *-2) _5<2)_ 

(*-2)(*-3) 2-3 

x-+2 


3. Evaluar: lim /(x), donde: 
x-*-3 

iafe^iiSC-tÉí-* 


Por3. ?^='.<-2-r < 

\ + S x-1 1-S 


Solución : 

Hallar el límite por la derecha e izquierda de 


Sumár2: 2+-¡4 T <2+-^ T <2+- r ^ x — 3 - 

1 + 0 X-\ 1 


Tomar límites cuando 6 -> 0 

j“o( 2+ ^) < iío( 2+ *) < ÍTo( 2+ ^) 

5<(2+^)<5 


ALADERECHADE x = -3 



2h—<- r B = 5 


i<x<2 

4 


(~S} < X <-2 : 
lxl = £3) . 


-Estó por el teorema del “sandwich” ver 
páginaXX. 



x-l>-4 
^4)<x-l<-3 
|fx-11 = (-4) 


REMPLAZAREN f(x) 


2. Eváluar: L = lim 


'1331+ 

—5x + 6 . 


/(*) = - 


K - (-3) 


Luego: Ü = lim - T 4 * = ~ 4 . ^ =—L 


11 - < . 1 * 1 - ■' - —* - , r~ 

-3 + J77¡ 2 S 
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A LAIZQUIERDA DI x = -3 


/(*) = - 




0i • * 6 < <> * 1 > 


Ht;<x<-3 

W=H) 


Sumar: -1 
x-l<-4 

u 

(-5)S x -1 < -4 


Solución: 


|x-l)=^5) 


REEMPLAZARÉN /(*) 


LuegO: 


T - y -S-x -5 - (-3) _2 

I = Iim .. -- ^ — r -— =-¡é= 

x->-3~ 7 2 -(-4) V 9 + 4 ^ 


4. Hallar: lim (2*+3jr)Il-*l 

x->2 + 

Solución : 

Si x -» 2 + , entonces * > 2 
=> -x<-2 


a) lim = i.yEir. = Mii 

™+ x + 2 1 + 2 3 

jc->r 

JC>1 

I2.821 2 _ 2 2 _ 4 
3 3 3 


, x r JC + 3 1 + 3 4 

b ) x 2x +1 ~ 2Í 1 ) +1 “ 3 


6. Halla - lim I2*-ll|2x+ll 

^ je-+— 

2 

Solución : 

a) LÍMITE A LA DERECHA x = ± 


Sumar 1. 


1—x<—1 


Acotar por ía izquierda con el enteró menor 
que-1: 

-2<l-x<-l 


[l-*l = -2 


Por tanto: 


lim (2x + 3x 2 )[1 - xj = (2(2)+3(2) 2 ) (-2) 
jc-»2 + 


Sumar -1: 
2x-l >0 


Sumar 1: 
2x+l >2 


Acotar por la Derecha Acotar por la derecha: 


0<2x-l<l 
Aplicar C); 
[2x-ll=® 


(2) < 2 jc+ 1 < 3 
Aplicar O 
)2x +1] =(2) 


5. Evaluar lim f(x) , para: 

JC—>1 - 


luego: lim t2x-l][2x + l] = (0)(2)=0 

X ->1 + 

2 

x>2 
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□ 3.7 UMiTES IIMDETERMINADOS 

Las fórmas indeterminadas más usuales son: 1) | 2) l 00 3) ^ 

otras formas indeterminadas son: O.oo, oo - oo , 0°, oo®. 

1. CÁLCULO DE LÍMITESINDETERMINADOSDELAFORMA £ 

Si lim ^4^=4, Entonces para evitar la indeterminación £ se harán ciertas opera- 

ciones en el numerados y/o el denominador de modo que se pueda 
simplificar el binlomio {x -a) . 
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CASOS QUE SE PRESENTAN: 

CASOI Si- P(x) y Q(x) son POLINOMIOS de grado n y m respectivamente, y 

lim -^ 7 ~r = $, entonces la indeterminación se evita tan solo factorizando 
•*-*««*) 0 


el numerador P(x) y/o el denominador Q(x), de modo que el binomio 
(x - á) se simpKfique así: lim gg = lim 


x-+ a ^> x^a 


CASOII Si f(x) y g(x) son radicales y lim "44 = ^, entonces la indetermina- 

x->a ■ 

ción se evita RACIONALIZANDO en numerador y/o denominador. 


CASOIII 


Si /( x) y g(x) son FUNCIONESTRIGONOMÉTRICAS, y lim ^¿ = £,en- 

x->a 8 W u 

tonces la indeterminación se evíta haciendo uso del teorema lim = 1 y 

/í->0 p 

algunas identidades trigonométricafs. 


los: 1) limssa5*= lim 5^i = 5(l) = 5 

x-»0 x 5jc->0 


2 - 2sen4 n 
2) lim-2- = £ 


2Í1 - sen^ ) ( sen^ - senf ) 

>: L= lim -i¿= lim 2^—2- 


iL + ¿ 

2 2cos-2-r^- sen-2-r- 2 * 

= lim ,-i - -2 -—= lim 

V w X 1t V-_1T 


4c0 sí£±i>sen^ 


-— = COSj 
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CASO I~ LIMITEDE FUNCIONES RACIONALES 

Método de Ruffini para factorizar poUnoBüos: 


1) Calcular: 


x 3 + 4x 2 + 4* 


Si lim = £, entonces x = a es raíz de 

los polinomios P(x) y Q(x). 

Por tanto el valor numérico de: 

L= lim lim (£T£>ñÍ£) 

(- 2) 2 - (- 2 ) - 6 0 

= li m M = M 

“aw aw 

2° Como el límite es indeterminado de la 

forma ^ y tanto numerador como el de- donde P\{a) y Q\(a) se obtiene porelmé- 
nominador son polmomios, entonces :. todo de Ruffxni liamado también división 
deberán ser factorizados para que asf sintética. 


r i • * T*r* t ta . > 

L= lun —r—- , x*-2 

J-+-2 x*-x-6 


Solución : 

1° Se sustituye la x por -2 

L (~2) 3 +4(-2) 2 +4(-2) o 
( - ?) 2 - (- 2)-6 0 


pueda ser simplificado el binomio. 
x-(-2) = x+2. 


sintética. 

Veamos: 


5x 4 - 3x z - 68 


Veamos: 


5) Cakulan lim — ~~ 

x -»-2 2x 5 -3x 2 +2x+80 


, lim *(**+** + *)- i im x(x + 2) 2 aonigCTr . 

x4-2 (x-3)(x+2) x ™ 2 (x-3)(x+2) , Elna merador: 

= Hm £Í£i2) = 4í2i = X = 0 -2 15 

X-3 -2-3 -5 


__ T .. + ax — 2a 2 

2 ) 1= hm - . . 

X -±a X -ar 


x*a, a >0 


-2 

5. 

0 

-3 

0 

-68 



-10 

20 

-34 

68 

-2 

5 

-10 

17 

-34 

0 



-10 

40 

-114 



5 

-20 

57 

1-1481 



E1 denominador: 


3) iimiÍzÍ£±M±£ 

~ ¿T 


x*a, a>0 


4) L = Hm 

X—+—1 x 2 — 1 


SoL 


-2 

2 

0 

0 

-3 

4 



-4 

8 

-16 

38 

-2 

2 

-4 

8 

-19 

40 



-4 

16 

-48 

134 


2 

-8 

24 

-67 

Tl74 
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Por tanto, el límite será: L = 


Pues: ^(-2) = -148 ; 
a(-2) = 174 

Siendo: P { (x)=5x 3 -10* 2 +17x-34 

Ql (x) = 2x 4 - 4x 3 +8x 2 -19x+40 

6) Calcular: L= lim ” ~ ++ - ‘ , neZ + , peZ + 


x+1 xT+'-S-x+l 


Solución: 


1° A1 sustituir x por 1, obtenemos L = ^ 

2° Levantar la indeterminación: 

Factoricemos el numerador y el denominador: 

wx” +1 -wx" -x" +1 _ nx”(x — 1) — (x n — 1) 
x A (x-l)-(x-l) _ (x-lXx^ -.1) 


nx”(x-l)-(x-l)(x"~ 1 +x”~ 2 +,.+ l) 
(x-lXx-lKx^ -1 +x p ~ 2 +..-.+ 1) 

(x-l)(«x" -x”' 1 -x”~ 2 -...-1) 
(x-l)(x-l)(x /> ~ 1 +y?~ 2 +...+ 1) 

.(x;>-l)(x-l)(wx"~ 1 +:(/i-1)”~ 2 +■■ + !) 
(x-l)(x-l)(x /> ~ 1 +x p ~ 2 +...+ 1) 


Luego: 


, «x"~ 1 +(n-l)x"~ 2 +... + l » + (»-l) + ... + 3 + 2+1 

x“ x p -'+x p ~ 2 +... + l ‘ 1 + 1 + -.+1 

(1 + »)f (1 + n)n 

~ P ~ 2/> 
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También sekace por Ruffini: 
£1 numerador: 



E1 denominador: 

0 í 1 I l -1 0 0 0 

1 -i I 1 o o o 


ílii 


1 íii 1 


... -1 1 
o -1 


o -1 o 

1 1 


1 o 


La soma de los « primeros 
números que es: 


Hay P veces \ -P 


7) Dada la íunción cuadrática /(jc) = car +bx +4^ calradar el Hmite: 
£= lim f{x+h) ~tt £, h*0. 


*-+0 

Selyciéfi: 


L — lim I a (* + *) 2 


= dx 2 -f 2afoc 4- ah 2 +bx + bh + -bx-c 

h 


lim 

*•+ 0 " 


CASOtl CÁLCULO DE LÍMITCS CON RADICALES 

Para levantar la indeterminación de los límites qoe tienen radicales, es necesario racionali- 
zar: 

nCTOERáCIONAUZANTE 

E) factor recionalizante del binomio: es: 

((^" 1 +^" -2 +slA n i + ...+$B n ~ l ) demodo que: 

A-B^i^A-^fÁF ' 1 +^" _2 ^Í+^"' 3 ^É 2 +...+^bH) 
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Esta racionalizacióñ se cumple para todo neZ + , n> 2. Se basa en la siguiente descompo- 
sición de factores: 

a n -b n =(a-b) (a^ + a n ~ 2 b + a n ~ 2 b 2 +... + ab n ~ 2 + b n ~ l ) 

Si n = 2 entonces: A-B = (^A - y¡B )(\[a +~Jb ) 

Son conjugadas entre sí. 


PROBLEMAS: 


Problema l Calcular: 2 = lim 


lx 2 - 2x + 6 - Jx 2 + 2x~6 


x-+3 x - 4x + 3 


Solución: 


1° A1 sustituir x por 3, obtenemos ^. 

2° Levantar la indeterminación: racionalizando el numerador, que se multiplica por su con- 
jugada, y factorizando el denominador. 

f iVfl ~ + 2;c6 ) ( V* 2 -2 x + 6 + ^x 2 + 2x -6 ) 

*->3 (jc-3) (x- 1 ) (^jc 2 - 2 x + 6 + ^jc 2 + 2 x + 6 ) 

r _ i:_ * 2 - + 6 - x 2 - 2x + 6 _ 1: _ -4x +12 _ -4(x- 3) 

,™3 (x-3)(r-l)(í+í) "^( )( )(V“ + >T)~x™3(,-3)(x-l)(>r + >r) 


2 = lim 


*~>3 (JC _i)( y] x 2 -2x + 6 + ^jc 2 + 2jc-6) (3-!)( fi-6 + 3 + 79 + 6-6 } 


— . r .. 

Problema 2 2 = lim 

- - x->0 x + x 


1° A1 sustituir ‘V’ por “0”, obtenemos ^ 

2° Racionalizar el numerador y factorizar el denominador. 

Para racionalizar el numerador, en primer lugar, debo convertir a común índice: 
mx.m.(3,4) = 12 
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Luego: L - lim - lim 

' jc ->0 JC + X J x->.a JC + x J 


*-+0 JC + X" x-+.a JC + JC J 

= lim ('Vc+J 2 ) 4 - 1 ^ 1-2 ^ 3 )(**)' 

x->0 (x + jc 3 )(F.R) 

, lún 

x-»o *(i+* 2 )(r.ii) 

- Hm (** +4j6 + 6jc< * 4j2 -«- 0 - (i - 6x+ I2x 2 - gj» 3 ) 

Jt->0 JCÍI + ^HF-R) 

_ lim *(* 7 + 4 ** + fo 3 - »** - »*+6) 
x—>0 x(1 + x 2 )(F.R.) 

- Jim -Íx+6 " 


hxy!2 téimtnas 


, _ 0+0+0-.0-0+6 _ o _ i 

(l + 0)(l + l + ... + l) 12 ~ 2 


F.R. = BKJOR 


Lo que sejiá hecho es: a = ^f(=> a 12 =(l + x 2 ) 4 

b = l y(l-2xf => ¿ 12 = (1 - 2jc) 3 yque: 
a 12 —é 12 =(a-2>) (a 11 +a 10 ¿> + aV+... + 6 11 ) 


3 Cakular: ¿ = lim 

x-+l 


3y¡2x -1 - 2y¡5x- 4 + S^3x +T-8x 2 -3 _ 0 


MÉTODO PRÁCTICO PARA CALCULAR ÉSTE TIPO DE LÍMITES 


Cuando éh el numerador existe la suma de 3 o más términos con radicales, entonces para 
levantar la indeterminación ~, ei quebrado original deberá separarse en dos o más quebra- 

dos, cada uno con límite indeterminado, dependíendo esto de dos o más ceros quepueden 
formarse en el numerador. 
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Ejemplos: 1 lim 

x-»2 


Jx-Jl + Jx^l 0 + 0 o . 0 i:„ Jx-JÍ . ■Jx-^2 

— —2 —~ 


2 Iim 

x-*\ 


■ tfx + li[x_ + Jx - 4 _ 0 _ ,• Jx^-V+Zjx-l + Ji -1-4 + 1 + 2 + 1 


Cuatro ceros en el numerador harán cuatro quebrados, cada uno de los cuales con límite m- 
determinado: 

Así tendremos: L = lim — ~ 1 + üm + ijm Jlzl + ii m ~ 4+4 

jc—+ t *“* *-+i 


Finalmente; para hallar ¿j, ¿2 y ¿3 se multiplica cada uno por su factor racionalizante. 
Igualmente operamos en el problema 3 

L _ ^ 3^2jr^I-2fos-4 + sV3x+l-8i 2 -3 

" x-Tl 


L = lim 

V Jf—>1 


3^/2je— Í — 3 — 2^/Sjc —4 + 2 + 5^/3* + ! -10-8j 2 + 8-3 + 3-2 + 10-8 


Como vemos, en el numerador aparecen cinco ceros, lo cual indica que formaremos cin- 
co fracciones cada üna de las cuales con límite indeterminado. Cpmo la última fracción re- 
sulta cero, entonces sólo nos abocaremos a calcular los cuatro primeros límites: 


, 3^TT-3 3(^7T - 5 J\)( V(2x-1) 4 + ^/(2x-1) } 4/í +... + ^í 4 j 

Lt = lim —-:-= imi------ rprr- - 7 - 

*-+l x 1 x-*l (x-l)(^(2x-l) 4 +... + J?) 

_ 1 :_ 3(2*« 1 -D 


*-+l (jc -1)( ^(2jt— l) 4 +... + JÜ) 


3.2(3c-1) 


-i (Jt -i)(V^¥+...+^) 1+1+1+,+1 


HAHUKÚICOWCtSUW) 


r _ 6 

M-T 
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L 2 = lim 


. -2l]5x^4+2 -2(^5*-4-í) , -2(^/5jc- 4 -ffi) (>/(5 jc-4) 2 + ... + VÍ*) 


(*-l)í^(5*-4) 2 


:lim -^-4-1) 

*-»•(*-l)(V(5*-4) 2 + ... + V1 2 ) 


- 2 . 5 (j - 1 ) _ -10 10 

^ f + ... + ¥)~ 1+l+l ~~ 3 


T - 10 


5 J 37 +T-IO 5(J3x + \ - 2) 5(J3x + l-2)(J3x+l+2) 

— lim -i . — lim 1 ~ Iim - ~ ~ ^ ~ ~ 


Ln = lim —-r 

X ->1 *-* 


Í-+1 *" 1 i-+l (x-1)(V3jc + 1+2) 

5(3* +1-4) 


x-+\(x-l)(J3x + l+2) 

lim 

jr—>1 (■* _ 1) (-Jix + l + 2) 

lim 15 _— _15_ _ 15. 

x-*\yl3x + \ + 2 2 + 2 4 


T - 15 


¿4 = lim -— 77 — = iim — ^ = iim-ií£_ilí£±il = lim [- 8 (j«r-i-l)] 
x —>1 x 1 x->l x 1 X — >1 X 1 X — >1 


= -8(1+1) = -16 
I 4 =-16 

Coiiclusiófi: L = Xj + ¿2 + £3 + £4 

_6._10,15_i/:_ 863 

~ 5 3 .4 AO ~ 60 


Problema 4 Calcular L = lim - - 7 — 

1 -- 1 x-+0l]s7? -^4 + x 2 

Solución : 

Podemos hallar el recíproco de I: AT = y 
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3 -yj4 + X 2 __ .. ^8 + x 3 - y[fi + 2-y¡4 + X 2 


K=lim ^ 7 4+x = lim 

jc-> 0 Jr jc->0 


.. tfi+J-Us .. 2 -J 4+* 2 

= lim --5-+ lun ——- 

;jc—>0 jc—>0 x 


x->0 JC 2 (?f(8'+ jc 3 .) 2 + ... + W ) jc->0 * 2 F.R. jc->0 PR 12 


4 = lim lim — lim _^L_ 

*->■<> jc 2 (2 + V4 + jc 2 ) Jc-+0x 2 (2 + > /4 + jc 2 ) ^->0 2 + ^/4 + jc 2 


Luego: K = -¥ ^ -j 


Problema 5 L= lim 


¿rg+2^-7 


Solución : 

Sepárar L en dos límites: 

T - ¿Tg-3 + 2^-4 + 3 + 4-7 = .. ¿7g-3 ^ .. 2^4 


1= lim 

*-+8 


%• fi ' ***** v « 

X-+8 * -8 x-+8 x- ° 


r (Jt+Vx-3) (Jt + Üx+3) ,. l + lfe-9 ,. ^/x-2 

Z| = lim —- <->J¡- -—i = ]im- 7 _ -= lim- i — 

(jc- 8) f V7+^+3J *-» 8 (x-8X\[7 + ^+3) *-* 8 (jc - 8)(V 7 + ^ + 3 > 

= lim '(^-^(^ + ^x^ + ^ 2 ) lim J-8 _ 

JCr-+8 (jc-8) (^7 + + 3)(^/7^ + ... + $S 2 ) • *-+8(*-8)( > /7 + #c+3)($c 2 + ... + J&) 

1 - 1 
(3 + 3)(4 + 4 + 4) 72 
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T Iinl ' 2U-8) • 2 -2 

*->8 ( x -8)(3/? + ... + ^(2 3 .) 2 ) x ->& (x - 8 )$ x 2 +,.. + ^/(2 3 ) 2 ) 4 + 4 + 4 12 


Luego: ¿ = ¿ 1 +^> f ^+6 +Ht = 


Problema 6 Hallar lim 

-—- ; JC~>1 

Solución: 


(i - 7^) (i - (i - 4^c)... (í-qfc) 


1. Se racionaliza cada factor del numerador multiplicando cada uno por sü factor racionali 
zante: 

L _ lim (i-V^)(i+^)(i-^)(i+^+^)...(1-^)0+^+^+...+^^) ‘ 

*->•! 0-jt)'^ , (l+VíXl + ^t + ^)-,(l + ^c+^ 2 +... + ^ 1 ) 


¿ = lim 


(l~x)(I~x)...(l~x) 


^->i(i - x)"- 1 (i+>/I)(i+ #c + llx 2 ).:.(i+sC+...+V -1 


q-^f 1 • 


*-+i(i-x)"’ 1 (i+^)(i+^+^)...(i+^+...+^ w - 1 ) -O» 


rr rr : in i* "Ui+axZji+px-i _ + 

Problema 7 lim ———-— , m,n eZ 

——-:— . x->0 x 

Solución: 


■ .. (^T^-i+i)^-! ryiT^-1)^ a ^-i 


L = lim 

x->0 


= lim - 
jc->0 


+ lim J—r- 

x->0 x 


;1¡l + fix 


*+° x("lj(\ + ax) m: ~' +...+1) JC - > °x(iy/(l+->ff^)"~ 1 +-... + 1) 
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□ 3.8 LÍMITE DE FUNCVONES CON: Máximo entero, Valor absoluto y signo de x 

íntroducción : Toda vez que se tenga fimciones con máximo entero, con valor absoluto y 
con signo de x, se debejá aplicar las correspondientes defmiciones. 

1. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN MÁXIMO ENTERO: 


k < p(x) < k +1 Íft(x)\ = k , k e TL 


1 -- Se lee: Si la función ¿¿(.x) es máyor o. igual al nú- 

mero entero k y menor que el entero k + \, entonces 
la fúnción /j(x) se convierte en el entero k. 


Segun la definición 1, para que la fimción ju(x) se transforme en máximo entero, es ne- 
cesario que esté acotado inferiormente por el entero k y superiormente por el entero k +1 : 

E1 cálculo de los límites: L + = lim l/i(x)J y ; lirn !//(*)]=X no se hace por sim- 

X-+Xq ‘ X~+Xq 

X>Xq X<Xq 

ple sus.titución numérica de jc por Xq sino, se hace AGOTANDO la fimción /u(x) en una ve- 
cindad de xtf, siempre que jc jc 0 no sea ASÍNTOTA VERTICAL de /i(x)¿ 


Para mayor facilidad en el proceso de ACOTACIÓN. doy a continuación las propiedades 
que ayudaraií al estüdiante a encontrar rápidamente los límites dé L + y L_ en una vecin- 

dad de jc 0 siempre que jc = jc 0 no sea ASÍNTOTA VERTICÁL. Se cumplen: 

Pl) Si K < /i(x) => [ /u(x) 1 = K , siempre que ke Z. 

P2) Si //(jc) < m => [//(jc)] = ni -1 , siempre que m e Z . 

'a)Defá^) =>ÍM*>l = [f] 

P3) Si f > 0. entonces • 

[b)De//W¿f .=?'[//(*)l-[f.] 

Siendo f un número no entero. 
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P4) Si - < 0, entonces 


a) f á p(x) 




[b) M (x )<f => MWl = -[-f ]-1 

P5) [n + /i(x)] = n + [//(x)], si neZ. 

P 6 ) I-x] = -[*]-1, si x no es entero. 


Donde: 


EJEMPLOS 


1. Si 3 <- 3^3 


'jc + 3Í 3 


2. Si 5jc — 1 < —2 => [5x-l]) = -2-*l = 3 

3 . sí i<4 => Í4l=i .... 


(PorPl) 
(Por P2) 
(PorPl) 


4. Si -L<1 => ]-L-J = i_i = 0 .. .. (PorP 2 ) 


5. Si -2<l-2x:£-l => [l-2x] = -2 v x = l.. 




6 . 

si x< -ir- r => ]- 

7. 

sí -4<—Lt<-4 => 

3 x—4 4 

8 . 

Si f<2x => [2x] = 

9. 

Si 2x<f => [2x] = 

10 . 

Si -2x<-f => [-2 

11 . 

Si -|<-2x => [-2 

12 . 

[ 2 -x]= 2 +[-x] ... 

13. 


14. 

[2x-5] = [2x]-5 ... 

15 

[2x 2 -3] = [2x 2 ]-3 




l-l = -2 


Por defmición 
(PorPl) 

(Por P4) 


(PorP5) 
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2. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN VALOR ABSÓLUTO. 


_ju(x ) , si ju(x) > 0 
~H(x) , si ji(x)< 0 


EJEMPLOS 


1. Si x-2<0 => |jc-2| = -(x-2) 

2. Si 2*-3>0 => |2x-3| = 2 jc-3 

3. • Si jc 2 -4 ^O => |jc 2 -4| = x 2 -4 

4. Si jc 2 -4 <0 => |x 2 -4|=-(x 2 -4) 

5. Si 1-3jc<-4 => |l-3x| = -(l-3x) 


6 . Si —< 0 => -Z-r =- 

jc- 1 x -\ x -\ 


7. Si ->-<0 => ^ = -1 

X |xj X 


8 . Si 3-2x<0 => [3-2x| = -(3-2x) 


9. Si l-jx>0 => l--|x =l-|x 


. Estos ejemplos nos dicen que si la función ji(x) es negativa, entonces su regla de co- 
rrespondencia, en VALOR ABSOLUTO, cambia de signo: ~/u(x). 

Pero si la función /u(x) es positiva entonces, en VALOR absoluto la regla de corres- 
pondencia es la misma: /j(x) . 

3. DEFINICIÓN DE FUNCIÓN “SIGNO DE jT 

1 , Si x>0 
sgn^x)^ 0 , Si x = 0 


-1 , Si x<0 
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Ejemplos: 


1 , Si l-2x > 0 
sgn(l-2x) = < 0 , Si l-2x = 0 

-1 , Si l-2x<0 


1 , Si x<^ 


0 , Si x = -| 
-1 , Si x > 2 ' 


sgn(|x-l| - 2) = • 


1 , Si |x—1) - 2>0 
0 , Si jx—1| — 2 = 0 
-1 , Si |x-l| - 2 <0 
1 , Si x>3 v x<-l 
0 , Si x = 3 v x — —1 
-1 , Si -l<x<3 


PROBLBMÁSs 


1. Calcular lim /(x), /(x) = < 


tx-U-X ; 

Jx-lx} 


t3x)-3Ixl-8||J 


-9<x<-2 


-2<x<7 


Solución :» 

Calcular límite en x = -2, implica hallardos límites: 

a) Límité a la derecha de -2, 

b) Límite a la izquierda de -2 

y comparar si son iguales o no. Si lim / (jc) = lim diremos que existe Umite en 
\ x— 

jc = -2 en caso contrario, afírmamos que no existe límite en jc = -2. 

Veamos : 

a) En primer lugar, hallemos L + = lim /( jc) 

x-+-2 + 

x>-2 


= lim / 2 (x) 
x->-2 
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Analizar si: 


3*>-6 
-6 <3* 




■6 — 3(—2) — 8(—1) _ g 


x - (“*) 2x 


- 2<x 


[3jc] = -6 


M = -2 


[íHil' 

= -o-i 


Luego :L + =lim± = 1 ± rr -2 


b) En segundo lugar, hallemos: L_ = lim f(x) 


= lim /,(x) 

x-+-2 ‘ 


Analizar: Si x < -21 en /, (x) = ^ ^ * = f 4 * = 


x— 1<-3 


Luego: = lim 


-4-x -4 - (-2) 


íiiii " r- .— — /.-. 

x^>-2\J x + 3 v~2 + 3 


[x-lJ = -3-l 


Conclusión: Como I + = -2 y L_ = -2 son iguales, afirmamos que existe límite en 

x = -2. Escribimos: lim /(x) = -2 . 

. x—>—2 
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2. Hallar: \L+ = lim 


gl - xl (x 2 + 2x) (1* — 4| — 2) 
x 3 - x 2 - 4x + 4 


Solución : 

Se analiza el máximo entero y el valor absoluto, a partir de x > 2, pues jc ——> 2 + 

x>2 Luego el lünite se hace: 

| 1 - }. L + = lim - ^(f 2 ^xK-^4-2) 

-x<-2 x-4>2-4 *^ 2 ■ * -^-4*+4 

1—x < —1 x - 4 > -2 = lim 

ü ü 

iri — H ii l„ Al . _ //i\ — Uiu .. i. —< —* H 


x-4>2-4 

x-4>-2 

ü ■ 


0-xl = -l-l | jc — 4| = -(x-4) 

= -2 =-x+4 


x-+2 

I + =4 


x-1 2-1 


2 . 1 36 - 5 * 11 36 + 5*1 

3. Calcular: L + = lim - .H '° < 

x^ 3 + 6I2x-ll-7x-x 3 

Solución : 

Analizar los máximos enteros, a partir de: x > 3, pues x ■ 



x >3 





Por-5: -5x < -15 

+36: 36-5x < 21 

p or J-- 36 ~ < 21 

10 10 10 


10 J 1 10 


Por -5 
+36 


Por 10 


-5x > 15 
36+5x>51 

36 + 5jc si 
10 10 
U 

36 + 5x | f.si 

10 J _ | 10 

= 5 


Por 2: 2x > 6 
-1: 2x-l>5 
5<2x-l 

u 

|2x-IJ = 5 


Luego, el limite.se convierte en: 

r x^+i-^xs) x 2 -9 

L, = hm- v ' = lim —-= 

x-+3 6(5) - 7x - x 2 x-+3 30 - 7x - x 2 


.. (x - 3) (x + 3) 3 + 3 6 

V x™(x-3)(x + 10 ) -(3 + 10) 13 
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4. Sea /(*)*= 1*1+[4-xj, ¿existe lim /(x) ? 

x-*3 


Solución : 

1) Smplificar: [4 - = 4 + [-xj, lbego /(x) = [xJ+[-xJ+4 


a) Si: 


x->3 + 

0 

x>3 

b) Si: x-+3~ 

u 

x<3 






1 


3<x 

-x<-3 

De x<3 

-00-3 


u 

I-jc J = -3 -1 

=> M = 3-l 

-3<-jc 

V 

IM=3 

= -4 

= 2 => 

I-x1 = t3 

Luego: 

L + = 

lim f(x) 
jc->3 

Luego: ' L_ = lim /(x) . 
jc-+3 



= 

lim (3-4+4) = 3 

x-»3 

= lim(2-3+4) = 3 

JC-+-3 


3) Afirmamos que, sí existe límite en x = 3, porque los límites laterales son iguales. 

Por tanto, escribimos: lim f(x) = 3 
x -+3 

Elgráficode: 

/(x) = M+|-xJ+4 

í -1+4 , Si xe<AT,A + l> f 3 , xe(K,K+\),KeZ 

= ( => f(x) = \ 

[ 0+4 , Si xeZ [4 , xeZ 



• 4 • • • • • • • • 

0 0 0 0 0 0 0 0 



2 


•1 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 ' 

0 1 2 3 4 5 6 7 - * 
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M^l 2 


5. Dado: f(x) = - 


hallar lim /( x) 
x + 3 A , x—>1 

27TI’ 0<JC< ? 


Solución: Hallar lim /(*), implica calcular dos límites: 

' x->l 

a) lim f(x) y b) lim f(x) 
x->l + x->r 


Veamos: 


a) Si x-+l + implica x > 1 y el cálculo se b) Si jc —> 1 implica x < 1 y el cálculo se 


hace en: 


/lW- At + 2 


hace en: 


r t \ X +3 

/2< X > = 27TT 


Como: x>\ 

— x <. *~1 
+9: 9--* <8 

■j9-x <2>Í2 , Si 9-jc>0 
xá9* 

|[>/9-Il = I2>/231 

= 2 


Lue^o: L. = lim/ 2 (^ = ^=1 


Luego: /(/> = ^ = 772 

I + = lim/,(x) = ^ = f 


Por tanto: £ + =¿_ =4 => lim /(x) = 4 
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6 . Analizar: lim 




i W + i 


Solución: 


a) Si x ->-l + implicaque: 

íttti 


- 1 < X 


=> \x[= -X 


0 < -or < 1 


lx 2 J = l-l 


b) Si jc —> —1 implica que: 



ÍX 2 J = l 


Luego: L+ = lim -^ = -^ 

x->-l * + 1 L 


l + =4 


Luego: L_ = \m^=% = 0 


L_ =0 


jc 2 — Sgn(|jc 2 —1¡.— 1) ,x>*j2 

7. Sealañmción f(x) = ■ ^(x 4 -Sgn(|x 2 -1|-1)) , |jc| < -Jl 

yfJT^x-yJzJ^ , x<-yf2 


Calcular: lim /(*), lim_/(x) 

X-*y¡2 

Solución : 

1) En primer lugar debo definir la fimción: 


1 , Si |* Z -1|-1>0 

Sgn(|jc 2 —1| — 1) = * 0 , Si |x?-l|-l = 0 = 
-1 , Si |x 2 -l|-l<0 


1 , x>y¡2 v x< —s¡2 
0 , x = \¡2 ,x = 0 ,x = -y¡2 
-1 , -y¡2 < X < y¡2 , X * 0 
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Donde al resolver: 


|jc z -1| - 1>0 
\x 2 -\\>l 

x 2 -l>l v x 2 -\<-\ 
x 2 >2 V 2 < 0 


(x > S V x< -S) v 0 

jc > \¡2 v jc < - S 


\x ¿ -1| - 1 =0 
|* 2 - 1 | = 1 

x 2 — 1 = 1 V X 2 —1 = -1 

x 2 =2 v x 2 = 0 


: = ±S v x = 0 


|x —11 — 1 < 0 


lx - 1 ) < 1 
-1 < x 2 -1 < 1 
0 < x 2 a x 2 < 2 


R-{ 0} a S<x<S 
-S < x < s , JC 0 


2) Por lo tanto 1¿ función /(x) se reduce a: 

x 2 -1 , x > 4z 

/(x) = < j(x 4 +l) , -y¡2 <x<\¡2 ,x*0 

yl\l2-X’-y¡2\Í2 , x<-\Í2 

3) Hallar lim /(x) implica calcular límites por derecha e izquierda de -y¡2 : 

x-+->Í2 

a ) lim /(x)= lim ri(x 4 +l)] = i((-^/2) 4 + l) 

x^S *>-S 15 -I 5 

jc -»->/2 =1 


b) lim /(x)= lim_ (yfSSc-^fzS) 
x-»->/2 x<->¡2_ 

jc-»-V2 




Como lim f(x)* lim , decimos que 2 lim /(x) 
X-+S x->—j2~ x->S 
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Hallar lim /(*) implica calcular límites por derecha e izquierda de yfl : 

jc-»V2 

a) lim f(x)= lim (x 2 -1) = (V2) 2 -1 = 1 

• x>y¡2 


b) lim_/(x) = jHjL[l((^) 4 +!)] = ! 


Comó: lim f(x) = lim /(x), afirmamos que existe límite cuando x->>¡2 , luego: 
x~*y¡2 x-*fl 


lim /(*) = !. 
x-*fz 


8 . Calcular lim^| ^ J implica hallar: 
a) Hm [f] = 0 


x 2 


=>. W=i-i=o 


b , 

x<2 

* 2 
¿>1 


Como lim f(x) * lim /(x) =>3 lim f(x) 

x-*2 + x->2~ x->2 


9. Calcular lim 
x->2 


Solución: 


1) Simplificar: /(x) = |-3+^ 


2 ) a) lim f(x) = lim f(x) = -3+0 = -3 

x->2 + x>2 

b) lim /(x) = lim /(x) = —3 +1 = —2 
x->2~ x<2 

Porque los limites laterales existen y son diferentes, afirmamos que no existe límite en 

x=2-(/lim /) 
x->2 
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10. Dada la ñinción: / (x) = 


h 4 l^r + 3W 


Hallar: a) lim f(x ) b) lim f(x) c) lim f(x) 

x->l + jc-> r *->l 

Solución : 

1) Si dentro de cada MÁxiMO entero se puede dividir y el cociente es entero, es preferi- 
ble efectuar dicha división. 

En /(x) se tiene: 





2) Luego: f(x) seconvierteen /(*) = |l +|~~7 J j+3[jcl 


3) Ahorahallemos los límites laterales definiendo los máximos enteros: 


a) Si x -»1 + , entonces: 



Luego: f(x) se convierte en: 

/ (*) = (1+3)x+4(-1 + 0)+3(1) 
= 4x-4+3 = 4x-l 

=> lim (4x-l) = 4(l)-l 

x->\ + 

= 3 


b) Si x —»1 ,entonces: 



= 2 


Luego: f(x) se convierte en. 

/ 00 = (1 + 2 )x+4(1+1 )+3(0) 
= 3x 

=> lim (3x) = 3 
jc-41" 
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c) Como L + = L _, afirmamos que existe lim f(x) = 3 

x->2 

ll.Sealafunción /(x) = f ^^^ ¿existe lim f(x)? 

g x J» x->2 

Solución : 

1) Hacemos la división dentro del máximo entero : J 2x ~ ] = [ 2 + ] 

/W' 2+ Iíl 

2 ) Analizamos el máximos entero: J~J a la derecha e izquierda de x = 2. 

o v ' 

á) A laderechade 2: jc>2 b) A la izquierda de2: x<2 

Invértir 1<1 Si x > 0, invertir 1 > 1 

x 2 x 2 

Por4: Por 4: ->2 

x 2 x 

■“<2 En su entorno: |^J = 2 

Ensuentomo . => f-| = 2-l 

ljrJ . Portanto: /(x) = 2+2 = 4 

/(x) = 2+l = 3 =1 

Luego: Lue 8 o: 

L t = lim / W = lim(3) = 3 L ~ %" m r /W = J“2 (4) = 4 

*;< 2 


En su entomo . 
/(jc) = 2+1 = 3 


ih 2 - 1 


Luego: 

L± = lim /(x) = lim (3) = 3 


3) Afirmamos que no existe límite en x = 2, pues L + * L_ 


-- 0 . . J4 + 2x + x 2 -J4-2x + x ¿ D 4 Í 4-x 0 

12. Si A = lim-i- , —- , £= hmf ./-¡—-2 

x—>0 ^l + x-^l-x x-+0*\ V 1 x 

Hallar: lim f 4 ~ 
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Solución : 

1 . Cálculo de A: Racionalizando numerador y denominador: 

(4 + 2x + x 2 -(4-2x + x 2 ))(Jl+x + Jl-x) 

A- lim . ., - r- ..y '■■■■- 

x->0 (\ +x-(l-x))(y¡4 + 2x +x 2 +y]4-2x +x 2 ) 

á 4x(J\ + x+Jl-x) .. 4(J\ + x+J\-x) 

A = lim — v \.,-x = lun — ¡—— -V- - = 1 

x-+0 2x(J4 + 2x + x 2 +J4-2x + x 2 ) x->0 2(y¡4 + 2x + x 2 +j4-2x + x 2 ) 


2. Cálculo dei?: Racionalizando el segundo factor: 


B= lim - 

ac->0 JC /±Ü 


ü— = lim ^ 

rr + 2 ^°1 ('-*> JW +2 


= —12— = 3 
1(2 + 2 ) 


X.4. _ 

>|V£? +2 _ 


+ B = 1+3 = 4 


3. Cálculo de lim Ú-fl: 

x-*4 l*~ 4 l 


= lim j-—jr = lim —>7 = = - 

x -44+ x->4 x 4 +0 

x>4 *> 4 


Pues para una vecindad de x = 4, se tiene: 

/ w=S 


I_ = lim ^ 4 —|p =üm 0 ., = 0 

x-*4~ J X-4 I x-+4-(*- 4 > 
x<4 


, Si x>4 

jc-4 

7 - -rr , SÍ 0:<4 
-(*-4) • n . 


Afirmamos: a) NOexiste I + b) Existe L_ =0 


13. Hállar lim (|[ 2 --jc 1 h -[2 + x]) 

jc->0 


Rpta.: 1 = 3 , L + = L. 


/«=• 


n-jci+ix+n 

4-V4M-M 

[2-xl + l 
J2x-5|x-21 


, -láx <3 


3áx<4 


iajta/W 7 

I 4.—1 
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lim (fx] + Jx-[xj) 

x-+2 


Rpta.: 2 


jc-* 0| ár+í 


Rpta.: 2 


M -M 5 


/0) = j (x-l\ - ¿3 lim /(*)? Rptá.: £+ = 2 

- 4x+S g n (l72)’- láx<1 L_-3 


/W- ,_ ,_ iBBm/W? Rpta.: ¿_ = 7 

, a s ,<i . t ;. 2 


/ 0 )= 




M+Jjc-[x]| , *;<1 


Hallar lim /(x), Graficar /(x) 

2 C ->1 


Rpta.: L =? 1 


W- 4 


¿3 lim /(x)? 

x-»-2 


, X e <-2,+oo> 


-4 , =-2 


Rpta.: £+ = !_=-4 


-2Sgn(|^j )+3x, x e (-3,-2) 


Jx->la+Jx-a 
Calcular: lim. ... ■ — 


x-+a Jx 2 -a 2 


R P ta - : # 


22. Calcular: lim 
x-+l 


Rpta.: | 
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Calcular: lim — 2 

x-+l X ~ x 


Rpta.: j 


Calcular: L = lim 

x-+0 x +2x 


Rpta.: | 


Calcular: lim 


y^~2ifx+i 


x->i (*-l) 


Rpta.: j 


EJERCICIOS Sección3-8 
I Hallar los siguientes límites: 


. .. 5/2jc — I -3j2x-l +3x-l 

1 . lim- 1 *—= -S—:-— 


Rpta.: 


2. lim 


< sJhEi1 


x —►! jr-1 


Rpta.: j 


• ac 3 +x-2 

lim -T - z - 

*-+l JC -x z -x+l 


lim í 

x-nt 1 -* l-* 3 


Rpta.: -1 


lim r - 1 —j —j— -1 

c->2j_ x(x - 2) 2 x 2 - 3x + 2 J 


Rpta.: 


,. f x + 2 V x-4 

lim r-+-5- 

x —> 11_ X' — 5x + 4 3 ( x ¿ - 2 xí 


Rpta.: 0 


7. lim ——- , m,«eZ + 

X->1 x” -1 


Rpta.: 


8 . 

x->0 * 


Rpta.: | 
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9. lim ¿ — , n,meZ + 

x -+\'qx-i 


Rpta.: 


10. $EE 

x:-»0 x + x ¿ 


Rpta.: j 


, , ,. y]7 + X? - Ji+X 2 

11 . hm -2 - —} - 

x-+l x ~ l 


Rpto.: 


lim 

x-+2(x 3 - \2x + \6) lc 


Rpta.: (I) 1 ' 


r x + x +... + x ~n 

lim --:- 

*->i x ~ i 


Rpta.: ^±11 


,. x m -2x + \ 

lim - 

*-»l x 50 -2x + l 


Rpta.: 2j^ 


lim 

x->a (x~a) 


Rpta.: nín^R a n-2 


16. lim 

jc—>1 


76 - J3x - 1 -y6 + J5jc-l 


Rpta.: 


n. 

x-+2 Jó-x j5x-\ 


Rpta.: 0 


18 . «.»=« 

x->l V*-l 


Rpta.: 0 


, . Jh 2 +1 + Jih 2 + \+h 2 -2 

lim - £= — - 

h-+0 hyh + l-h 


Rpta.: ^ 


lürf /(-2->/i)-/(-2) f(l _ 2 x)= i x+ iy 

t__vn n \ z j 
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III Hallar: 


26. 

lim , Si /(x) = V 4-x 2 

h-*0 h 

Rpta.: 

27. 

lim /( ~ 3+h) h ~ /(_3) , Si f(x) = \x 2 16| 
h~>0 h 

Rpta.: 6 

28. 

. . ' ■ ■' • ' .■ '. • / ' :■■;■'; 

lim /(2 + A) ~ /( - , Si f(x + 2) = jrx 2 
h-+ 0 h 4 

Rpta.: 0 

29. 

lim /(5//l) -— (5) , Si /(l-4x) = Vl-8x 

Rpta.: | 

30. 

^/ ( - 1 + /0- /( - 1 ) , si /<2 -x) = ¿V 4) . 

Rpta.: -f 


Sólo fines educativos - FreeLibros 







Análisis Matemático I 


a 3.9 LÍMITES TRIGONOMÉTRICOS 

Para calcular límites trigonométricos se hará uso, con relativa frecuencia del siguiente teo- 
rema. ' •_ • 

lim = i 
Donde // = //(jc) 

De este teorema se deducen ías siguientes proposiciones: 


lim = 1 
//->0 Scn * 


lim^ = l 


i lim = 1 


OTROS LIMITES: 


lim = 0 lim cos // = 1 

//->00 -P //->0 


limsen// = 0 
//->0 


Además es necesario, el uso de las IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS y TRANSFORMA- 
CIONES, tales como las siguientes: 

Transformaciones de sumay diferencias en producto: 

sen A + sen B = ^sen^^-^cos-^^y^ 

Á D o A+B A-B 

sen A -sen B = 2cos—y~sen—— 

á D a A + B A-B 

COSA + COSB = 2cOS— 2 —COS—yr 

cos A-cosB = *-2 sen sen 


IDENTIDADES 

PITAGÓRICAS 


sen 2 yí+ cos 2 /í = 1 


l + tag 2 >4 = sec 2 ^ 


1 + cot 2 A = csc 2 A 


sen 2 A = Í-cos 2 A 
cos 2 i4 = l-sen?v4 


tag 2 ^ = sec 2 A-1 
1 = sec 2 A - tag^vé 
cotg 2 v4 = csc 2 A- 1 
l = csc 2 — cotg 2 A 
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IDENTIDADES 

RECÍPROCAS 


IDENTIDADES 
POR DIVISIÓN 


( sen A - -J— 
csc^ 

csc A = —L- 
sen^ 


seiii4-cscyí = 1 

cos/l*secy4 = l 

tg^*cot/í = 1 


cot ^ = ^i 


( COS A = — ~r 
secví 

**' Ass Úa 

lm A =díi 

\ c 0tgA^-¿ 


ÁNGULO sen2^4=2senv4*cos>4 
DUPLO cos 2A = cos 2 yí - sen 2 ^4 


sen 2 ^ = ^(1 - 
cos 2 >4 = l(l4 

Suma y Diferencia de dos Ángulos 
sen(;4 ± B) = sen ^4 cos 5 ± cos A sen B 
cos(y4 ± B) = cos AcosB^ sen A sen B 
lgA±tgB 


lítgA-tgB 


l-cos£ = 2sen 

2 B 

2 

l + cosfi = 2cos 

2 B 

2 




Arco negativo: -6 

vk+j') 

\op\=\op'\ = r = l 

An 

Tenemos: sen 6 = y , sen (- 0 ) = 

\} y ) 

COS0 = Jt , cos(-0) = * 

SÁ\*-y) 

T f sen(-<9) =-sen# 

Luego: .j 


[ cos(-0) = cos0 
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ANGULO COMPLEMENTARIO 


sen^-0 j = cos0 
cos|y-0 j = sen0 

tg(^-^)=cotg e 




ANGULO SUPLEMENTARIO 


sen(;r-0) = sen0 
tos(;r-0) = -cos0 

sen(;r + 0) = -sen0 
cos(^r + 0) = -cos# / 


I 


ANGULO: 2 n-6 


sen (2/r - 0) = - sen 6 
cos(2/r-#) = cos# 



3.9.1 Ejercicios resueltos. 

01 Calcular: lim sen 
x^O sen 3* 

Solución : 

A1 sustituir “x por 0”, obtenemos: lim sen = £ = Indeterminado 
r sen 3x senO 0 

Para levantar la indeterminación, bastará formar funciónes de la forma 25ÜÍL . 

Para ello: dividir numerador y denominador por'“x”, donde x * 0. Luego en el numerador 
dividir y multiplicar por 5, en el numerador multiplicar y dividir por 3. 

sen5x g sen5jc 

Así: lim = lim —-- = lim ■ , 5 y y = | • | = | 

*->0 sen3 * *->0^ ^0 3^ 3 1 3 

5 x—+Q 
3jc->0 


02 Calcular: lim 


Solución: 


1° A1 sustituir “jc por 0”, obtenemos: = ^ = Indeterminado 


2° Dividir numerador y denominador por “x”, donde x * 0 


sen ttjc . T sen nx segjrx 

Así- lim_¿_= lim -—«-■- = -g- lim -*■* .=-S_.l = l 
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03 Calcular: lim 


1-cosx 


x —^ 0 x 


Solución: 


j _ jjQg Qo 1 _ 1 a 

1° A1 sustituir “x por 0” obtenemos: - ^-= — = ^ = Indeterminado 


2° Pero: l-cosx = 2sen 2 j 

J l-cos* 2sen 2 f 

Luego: lim —r— = lim — 

x—>0 x x—>0 x 


= lim 2 

f 

MhN| 

2 

= 2 lim 

Sen 2 

JC->0 L 

* J 

x->0 

,~w. 


_ 1 I sen f 

= 2 lim ±\ —2 

x->0* 


l2 


4 ¿ 


= 2i(l) 2 =i 


04 Calculan lim scn , - , c -- s - 

*-f 1 -** 

Solución : 

sen^-cos^f- ~L-~- n 
1° A1 sustituir “jc por ~ ” obtenemos: —-- - = 4 


l-tgf 


l-l 


2° Levantar la indeterminación: ^ 


Cuando se tiene funciones tales como' tangente, cotangente, secante y cosecante, es me- 
jqr convertirlos en fimción del seno y coseno. 


Así: 


senjc-cosx ,, senjc-cosjc senx-cosx 

lim —:— -= lim-= lim 


x->f 1-tg * *->f 1 

4 4 


senjc 

COSJC 


_ cosjc-senx 

r—>— - 

4 cosjc 


lim ^ 05 *^ 11 *"" 008 *) — jj m -cosx(cosx-senjc) _ 

i í>ac v cpn v _ (pac v cpn vl * 

jr—>— 

4 

= -COs4 = -^ 




cos jc - sen jc ( cos * - sen jc) 


05 Calcular: lim 

x-+-2 x + 2 


Solución : 

1° A1 sustituir “x por-2”,obtenemos: ^ 


Sólo fines educativos - FreeLibros 










2° Levantar la indeterminación: lim = lim = lim 


11111 A - 11111 « - 11111 ' * / i 

x -+-2* + 2 x->-2 x + 2 jc -»-2 Í* + Zl/cosxx 


Pero: sen;nc = sen (rtx+2n) 



Luego: 


-Aquí está la 
indetermináción 


"27t es una vuelta entera” 


li m -sen¿rjc— _ , ¡m jgaQElM = li m 

x _^_2(x+2)cos7tx x _^_2 {x + 2)<x>snx x -+-2 (* + 2)cos>rx 


= íim £(!S£Í£±l| ____ _ n 

X->-2 \ x(x + 2) / COS7TX COS(-27t) CO s27t 1 


Propiedad: 


sen(-0) = -sen0 
cos(-0) = cos0 



/ 0 ] 






RECOMENDACIÓN FUNDAMENTAL: Cuando se trata de calcular lími- 
tes como en el ejercicio (5), lo mejor y más seguro para resolverlo, es usando 

el siguiente teorema: 

lim /(x)= lim /(xq+A) 

x-+Xq ~ h-> 0 

Donde: 

x-Xq = h <==> x-Xq +h 

Como: 

X —» Xq entonces h-+ 0 ' Esteteoremase 

demostrará más adelante 


En consecuencia, el ejercicio (5) se podrá resolver del siguiente modo: 


tg/r/» — tg 2 ^r 

Hm M££ ¿ lim = Hm Mí^r) = ]im 1^«*^. Pero tg2* = 0 

a:->-2 x + 2 /*-»0 A >-»0 . " /i^O " 


Haciendo: jc-(-2 ) = /i <=> x-h-2 
Como: x-»-2 entonces /z—>0 


tg 7th __ 


= lim 7C\- 


/i-»0 

= n 
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06 Calcular: L = lim (1 - x) tg-^x 

x—> 1 1 

Solución: 


1° A1 sustituir “jc por 1”, obtenemos: (1 - l)tgy = O.oo = Indeterminado 
2° Levantar la indeterminación: 

Pero: lim (1 - x) tgÁr = lim (~h)tg^(h +1) = - lim h tg( ^ + f) 


Haciendo: jc — 1 = h <==> x = A + l 
Como: x -> 1 entonces /z-+0 


= -lim A . ^1^1 . 

1-tg^-tgf 


Con esta transformación, no se logró levantar la indeterminación 0 • oo . Áprovechando 

i ■ ' l 

la equivalencia oo , en el límite, podemos hacer uso de otras identidades trigonomé- 
tricas. 

♦ Una forma, es haciendo uso de tg A =-'~— , cos A = sen^f 


_ sen^sc 

(l-jc)tgf.v = (l-x)—J- 
1 cosfx 


(l-x)*senfx 


sen(f-fx) 

(l-x)‘senfx 

: - / . * ■ 

sen[f(l-x) 


En el límite: 


i' (1 -xj\sen^x 1 o 7 

2 I = 1 . m = X 

n \ 2 sen f (1-x) j j n n 


♦ Otra forma, se explica a continuación. 
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Observación : Para evitar la indeterminación: O.oo, lo primero que se hace es conver- 
tir el “oo” en “ de modo qüe: O.oo = 0.1 = ^. 


0 co 


En consecuencia: L = lim (1 -x) tg— = lim(l-x)—- 


cotg^ 


Pero: cotg^ = tg(f--y)»luego L = lim (1 - x) , ~ 




i -2- / ^(1 - xj\ 0 

= lim (1 -x)---= lim +— - 1 = — 

x-+\ tgf(l \tgf(i - *)/ * 


CALCULAR: 


1. lim(x-?r)tgf 

x-yjt L 


R.-2 7. lim 


2senx+cosJc--l 
secx + tgx(cosx -1) -1 


2. lim (x^ — 1) sec ~X R. —— +$en 4 x + 2cos 2 x - cos 4 x-2 tg^ 

' 2 ' x 8 lim i2£i_£2Si-------L 


3. Iúntg2*.tg(-|-ac) R. \ 


a 1- a/3-2cosjc 

4 i im —- 

* 6x-x 
6 


(^ 2 ;- . ^) . 2 + 2sen 2 *-tg* 


9. lim 


5. lim 


„senx..+ 1 t . ^ _ 4 

1 + cosx senx 


COSX-tgf 


2 ^2 10. lim (x-2;r)tgf+—— 

ti. x-»2/r -r-/r 


6 . lim (sen* + cos* + l) 2 ^ Q 


Sólo fines educativos - FreeLibros 


Kíj'sO 











Límites de Funciones Reales de Variable Real 


l-sen-J 

07 Calcular: lim- - 

x-+n n ~ x 

Solución: 


1° A1 sustituir “x por 71 “, obtenemos ^ 
2° Levantar la indetermmación: 


l-senf 1_sen (' 2 T Í ) l-sen(f + A) 

lim--2- = lim -—= lim-¥— 22 


Haciendo: x - n -h <=> x = 7r + h 
Comorx-*;r entonces h-+ 0 


= lim 
h-+ 0 


l-j^ sen-| cos ~ + cos-| sen-| 


= - lim ; 


2sen 2 - 
= - ÍÍIÍI -;—- 


sen^ , ~ 

= - lim 2 • sen-j = -^(1) senO 


h-> 0 4* 


= - 2 ( 0 ) =0 


También se puede calcular, haciendo el siguiente artifício: 1 = sen~ 


l-senf sehf^-senf 

lim--= lim — A -- = lim 


2cos 

Jt V X 

LJL 

sen 

Jt X 

2 2 


. 2 _ 


. 2 _ 


- it + x n-x 

lim i *T."T = fa 

x-+7u n x x-+n 


V K+Xf Jt-X 

2cos—7—/ sen—7— 
4 ! 4 


M^) 


—5-0) 


08 Calcular: lim-~~ 

Y .n 0 

3 

Solución : 

Haciendo : x-~ = h <=> 


X = y + /í 


x->j entonces h-> 0 
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Luego: 


l-2cos;t l-2cos( — + /z) 1-2 cos-f cos/r- scn ^scnh 

'-- = lim-♦Li— -l = lim- 1 -—- ——A - 

- n-3x /i—>0 n-3y^ + hj /i—>0 n n-3h 


jj m l _2 ^cos h ^scn/?J ^ ^ 1 -cosh + yfesenh _ jj m 

/f->0 “ 3Á A->0 ~ 3h h-> 0 ' 


i:_ 1-cos/z , l; _ sfSsenh 

lim -rr-h lim -rr— 

/i—>0 ~ 3h h-+0 ~ 3h 


(\-cosh)(l + cosh) ^J3scnh senA\sen)i 

= lim —— —rr^ L+ l im — ttt - = lim -rrr, —laTt 

/t_>0 -3/¡(1 + cosA) h-*0 ~ 3h h-> 0 _3 ( 1 + COS * ) -A 


\/3 \ sen h 


_ lim sen/l , _ >/? 

A™0 ~3(1+ ««'') -3 3 


También se puede calcular haciendo el siguiente artificio: 


J. 1 — 2cOS J. _ jj m 2COS-J- 2cosx 

n ~^ x ~ *~ 3 * 


. xCOS^ ZCOSX _ ■ ^ _ / i V 

n .i-3x > Pues: l = 2cosf = 2(l) 

3 

r "i 4-+* * 1 

2 cos^-cosx 2 -2sen~p-sen-~— 

im _L_?__J _ lím L_2_;_ 2 J 


= -4 lim 


-4 sen^ 

O 3 


09 Caicular: lim- 


3 


Solución: Es: - 

♦ Se puede evitar la mdeterminación haciendo: 

l -x 2 = (l-x)(l + x) = (1 -*)(! + *) _ 1 n{\-x\\ + x) 
sen/r* sen(/r-/r;c) sen[/r(l- jc)] /r sen[/r(l-x)] 

♦ Otra forma de evitar la indete'rminación es, haciendo: x-l =h 
x->l, A->0. 


h+ 1. Cuando 
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Luego: 


\-(h + \) ¿ 


1 —(/i 2 +2& + 1) 


““jsentfx ¿^ 0 sen [x(h + \)] ¿^ 0 sen {nh + n) 


v \-h 2 -lh-\ r -h 2 -2h ... -h(h + 2) 

lim-7-———¡-— = hm-—r* = hm —~—r 1 

/ í _*0S en ^"' cos ? r + cos;r ' lsen;r hr-+ 0 ~ sen - h-+ o “ sen;r ^ 

= llm [~ ¿ÍÍLiZl 1 = lim - /■«* A (/» + 2) = — (0 + 2) = -2- 
/,->01 scn/rA J h _^Qx\senxhj 


10 Calculan lim , scn * =g 

JC->0 JT 0 

Solución: 


tgjc-senx _ 


I senjc I senx-seiuccosx 

^^-senx —- 

lim -^-r-= lim -S9J2- 


sen x - sen x cos x 


x 3 cosx 


= lim [* 

J x->0L 


sen x(l-cosx) 1 _ j^ 


c^2sen 2 -|j 


X-+0L x cosx 


lim 2— 

x->0 x 


senx- 561,2 f . 1 


J2 COSX 


= 2 lim 


r senj-1 2 

X 


= 2 lim iSüfef-L- = 2 lim sen*lfef_l_ 
x->0 x ) cosx 5e—>0 * \ j J 003 x 


11 Calculan lim 


tgx + tg2x 


n cosx + cos2x 


= 2-l*-*{Í) 2 - = ~ 

4 w 1 2 


Solución : 

1° Sustituir “x por ”, tenemos: ■ — tS ¿ 

3 cosf + cos^ 0 

2° Levantar la indeterminación: 


tg x + tg2x 
cosx + cos2x 


senx + sen2x 
l¡ m cosx cos 2 x 
r^JLlCOSX + COS2X 


= lim 


senxcos2x + cosxsen 2 
cosxcos2x 

cosx + eos2x 


= lim [- seiOx____ - ‘ 

x->&- cos* • cos2*12cos" L coS'*-j ■ 
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Por la fórmula del ÁNGULO DUPLO: sen2 A = 2sen^ • cos A 

Tenemos: sen3x = 2sen^cos^ 


Entonces: 


2sen— cos-^= 

I=lim - 2s - Cn - J . - ^-- = lim 1 -—^ -- 

x-tj. cos x • cos 2xy 2 cos^ • cos^ j w>sx-cos2xcos-| 


sen f :f 


cos~oos%jcos*f cos-fcos-^fcosf 


f m-0) 

= --L = — Í.=M 
M S 3 


Calcular: L = lim cotg2x • ( \ x ) x ) 

■ ~ V A+ V - / 


Solución : 

1° A1 sustítuir “x por 0”, obtenemos: = cotgO • cotg-| 

= oo.O 

2° Levantar la indeterminación: 


L = lina j^cotg 2x.cotg - x)J = lün [cotg Ix.tgx] , pues: tgx = cotg^ j - x ) 

= jj m F cos2jg*senx 1 
L sen2x cosx J 

- Hm r • -^0-*- 1 

^qL cosx sen2x J 

= lim r 1 r lim 1 

^qL cosx J^^Qsen^xJ 

~[sfe 0 ífel 


f senx 

= m lim -— =—L --1 

LlJ;“oL 2 ^J 20 ) 2 


13 Calcular: L = linu ^ x sen~) 
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Solución : 

1° A1 sustituir “jc por 0”, obtenemos: 0 • sen-^ = 0 • senoo = 0 • oo 

2° Levantar la indeterminación: 

Haciendo: — =y <=> jc = — 

x y y 

Como jc-> 0 + entonces y-> + oo 
Luego: lim jcsen-= lim —sen>>: 

jc->0 + ^ _y->+oo y 


li m EH2L = Q Ver al gráfico 
y—->+ 0 o y más adelante. 


14 Calcular: lim (xsen-) 

X-++oo' k X ' 

Solución : 

1° A1 sustituir “jc por oo” obtenemos: oo • sen^ = oo • senO = oo. * 0 < — Indeterminado 

2° Haciendo - = h <=> jc = x 
x h 

Como jc-> +oo entonces 0 + 


Luego: hm jc*sen-= lim x sen ^ = 1™ 

v v. ^ x . n + h ^ , rt + h 

x >+qo h-+ 0 /f—>0 


15 Calcular: 
Solución: 


cosmx - cos/zx 
lim-—=- 

X-+0 


1¡m cosmx-cosn£ = 
jc ->0 x 2 jc ->0 


^ mx + fix mx-nx 

-2sen—— sen-“— 


(m + n) x (m-n)x~\ / (m + n) \ 

-2 lim - 2 —- 2 — = -2 hm S---- 

*->oL x J x->0 -+-ÍÍ21Í), 


(w + ») s 2 





2 

-m ), n*m 
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17 Calcular: L = lim — 

x->0- nx 

Solución : 

A\ sustituir “x por 0” obteaemos: —-— = = j- = oo . Como vemos, no ha resultado in- 

tg 2 0 ü u 

determinado, por lo tanto el ejercicio queda concluido. 


18 Calculan. lim * 

X-^lL J t 

Solución : 

1° A1 sustituir u x por 1” obtenemos: 1 + c -y - = ^ ~ 

( tg *-) 2 0 2 0 

2° Levantar la indeterminación: multiplicar numerador y denominador por: 1 - cos^jc 

Así: lim [ O + cos^d-cos^ l lím r 1-cos 2 ** 1 Hm r sen 2 «x 

x~>l v& . xx (1 — cos/rx) x->l sc« x-^1 (l-cos/rx) 

cos 2 /tjc * J L COS^tfJC J L cos 2 /tjc 

lim sen 2 nx • cos 2 nx _ .. [~ cos 2 ^j 1_ (costt) 2 _ (-l) 2 _ 1 

x-»l sen 2 jrjc(l-cos?rx) _ .x-*i . 1-cos;tae _ I-cosata: l-(-l) 2 
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19 Calcular: Z= lim 


Solución: 




x + sen3x 0 


Dividir numerador y denomínador por “jc” donde x* o. 


~ x sen2jf 

Entonces: L = tfe » Bm f ■ ' * 

*-*0***»3* ^QÍ + iSf 


‘» 3 * 


20 Calcular: Z, = lim =■& 
Solución : 


Racionalizar el denominador y en el numerador, usar la cofunción: cesf x = sen( -f 


cosf* • (l+V*)sen(f-fjf) 

L = lim —= fim- ■ v fí-i 

*->ll-v* os-»l (1 + vxXi-v*) 

(l + ^>SÉ»[f(l-x)] 

= iim -:—*-;- 

' *-»t *•* 

(I + V*>(sen[ f (1 - jc) ]’ , + 1 

= lim- • L ■ -- d ¡ = -z- = n 

x+i ¡ i 


21 Calcular. L = lim 


1 - cos(sen3x) _ o 


x->0 sen (sen4x) 


Solución: 


L = lim 


2sen 2 (^) 


x->0 sen (sen4jc) 


2sen 2 (^i)(^) Z 2^4^ 

= lim — i 2 " . I—L. = ii m —-í_-- 

*-»0 ( wn3i* ) sen 2 (sen4x) sen 2 4x| * en ^* J ^ ] 

7 9Í sssiicl 2 

= lim f^n_3¿= lim = X 

x—>0- sen z 4x x ->0 1 lóf g c g — j 
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Método 2.- Por infmitesimos equivalentes; 

1) Si a : D, entonces: sen a « a a tga « a 

Ejemplos: 1) sen3x»3x,si 3x0 

2) sen4* » , si 4x 0 

2) Si a -> 0, entonces Zt?( 1+a) « a 


3) lim - --- = Lna a lim -—- = 1 

a->0 a a->0 a 

Luego: L = lim , como 

*-»0 sen (sen4x) 


sen3jc*3x 
sen4x w 4x 


= lim— 

x->0 sen z 4x x->0 sen 4* 


L = lim 


2 i 

4 M 




1 9 

2 16 32 


EJERCICIOS Sección 3.9 2 

Para toda función de f :A->lR continua en x = aeA definamos el siguiente límite inde- 
terminado f'(ci) = lim — zMS.I llamado “la derivada de/en a”. 

x-*a x ~ a 


Hallar f'(a), si existe, para las siguientes funciones: 


22. /(x) = senx 

23. f(x) = cosx 

24. f(x) = tg2x 

25. /(*) = ctgx 

26. /(x) = secx 

27. /(x) = cscx 


28. /(x) = 2x - sen 2 2x 

29. /(x) = y¡2x -1+3 cos3x 

30. f(x) = 3>/3x-l -2tg 2 2x 


31. /(x) = 5V5x 2 -l+2sec(5x-l) 

32. /(x) = 2 ctg3x - 2^/sec2x 

33. /(x) = 5x-2V5x-l +3sec2x 
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Límites de Fünciones Reales de Variable Real 


Respuestas: 


22. cosa 


23. -sena 


24. 2sec 2a 


25. -csc a 


26. seca.tga 


27. ~csca«ctga 


28. 2-2sen4a 


29. - /■ 1 -9sen3a 


31. . 10a - +10sec(5a-l)tg(5flM) 


v V(5a 2 -1) 4 


32. -6sec 2 3a - 2tg2a \Jsec2a 

33. 5- ; 2 . +6sec2a-tg2a 

yj2a~ 1 


toa-1) 2 


: 8tg2a *sec z 2a 


Hallar: 


34 1= lim 




1-2cosjc 


R pta. 


35 L = lim 


’y-3tgx 


f «»(* + f) 


Rpta. -24 


36 L= lim 

x->0 


tg(a + x) tg(a - s) - tg z a 


Rpta. — 


37 i, 

" jc->0 . ^ • 


Rpta. i 


38 Z- lím x-ctgSx 

jc->0 

39 Z‘= lim tg2jc. tg^j-jc j 


Rpta. j 


Rpta. j 


40 L = lim(l-^)tg#x 

x->l . 2 


r * 1 -cosxcos2xcos3x 
41 L = lim-;- 

jc->0 


Rptá. 14 
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Análisis Matemático I 



Definición: E1 número “e”, por definición es un límite ¿el límite de qué fimción?. Es el 
límite de la fimción f(x) cuando x tiende hacia +oo o hacia -oo . También podemos defi- 
nir como el límite de la fimción g(x) cuando x tiende hacia cero por la derecha o hacia ce- 
ro por la izquierda. 

Además, debe aclararse que el número “e” es un NÚMEROIRRACIÓNAL cuya apróxima- 
ción decimal es: € » 2.7182... 

Cuando se estudían las series infinitas de maclaurin, el número “e” viene a ser el 
desarrollo de la siguiente serie. 

‘ e= X ■£ í = 1 + 1+¿¡ + ¿í + ---+-¿í + ---*2-7182... 
k-0 
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Límites de Funcmnes Reales de Variable Real 


Aplicaciones del número e 

1) EL número e da origen al sistema de logaritmos conocido comunmente como los Ld- 
GARITMOS NATURALES O NEPERIANOS cuya base es el nymero e. 


Así tendremos por definición que: 


Ln N = x <=> N = e x 


N> 0 


Ejemplos: 

1. Ln(x-l) = -2 x~\-z~ 2 

<==> x = e~ 2 +1 

2. Lne~ 2 =-2 3. Lne* = \ 

4. Ln 2 = 0.6931 5. Ln 100 = 4.6051 

2) el número e da origen a las fimciones exponenciales simples y a las funciones hiperbóli- 

FUNCIONES EXPONENCIALES SIMPLES 

1. /(x) = e* 4. y (x) = e~ 3x 

2- g(x) = e~ x 5. y = ae px 

ay /?son parámetros 

3. h(x) = e 2x 6. y = 2e~ 2 * 


3) En la solución de muchas ecuaciones diferenciales, no dejan de aparecer como solución 
las fimciones exponenciales. 

Ejemplos: 

1, La solución de la ecuación diferencial: y"-5y'+6y = 0 es: 

2jr 3x 

y = c x e ¿x +c 2 e ix 

2. Lasoluciónde: y"-y' = 0 es y = c x +c 2 e x 


cas. 


FUNCIONES HIPERBÓLICAS 


sen hx = - 


cos hx = - 


cofg hx = 


sen hx = —U- 
cos hx 


tghx = ^ 


csc hx - 


sen hx 
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3. La solución de la ecuación diferencial: y" + 3y' + 2y = 0; cuandcí y = \, >>' = 1 pára 
x = 0; e& y = e~ x 

4) En el cálculo de probabilidades (ESTADÍSTICA) se estudian las siguientes distribüciones. 

1. p(x) = — DISTRIBUCIÓN DE POISSON 

2. f(x) = Ae~ ÁX , X>0 DISTRIBUCIÓNEXPONENCIAL 

FUNCIÓN GAMMA 

r(n) = (n-l)! , neZ + 

r(i y-r* 

DISTRIBUCIÓN NORMAL 

i n _i -4 10 <a 

5. f(x) = - l - -X a ‘e JC>0( FUNCIÓNGAMMA. 

í(a)p a [0 <p 


f °° 

3. T(p)= | x p ~ X z~ x dx, p> 0 

Jo 


4. /(*): 


i/x-//) 2 | //=media 


□ 3.10.1 LÍMiTES INDETERMINADOS DE LA FORMA: 1® 

Cuando al calcular un límite resulta la indeterminación 1® entonces debe tratarse de 
formar una funciónde la forma (1+//(*))''^ odelaforma |) demodoque 
en el límite resulte el número e. 

EJEMPLOS 


01 Calculan L = lim 

' Je -M-o 0 L* +1 J 

Solución : 

1° A1 sustituir “jc por +oo” óbtenemos: 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real 


2° Levantar la indeterminación: — dividiendo numerador y denomínador por x 


L= lim 


, i l x lim lim (l + —) 

l x _ x-++J- 

i+ íJ n«ri + j.r 

jt-4+ooL X «J 


r-¿ 1__L 
c ¿ 2 


02 Calculan L = lim (1+senx) ; 

. x->0 

Solución: 


r A1 sustituir “jc por 0” obtenemos: 1° 


lim^ 


I -L-\* 1,m n 

2° Levantar la iritegración: L = lim I [1 + senx] sen;r j =e*~*° 

X->0 '- v-' 1 


03 Calcular: L = lim (cosx) 2 
*->0 

Solución : 

1° A1 sustituir por 0” obtenemos: l 00 

' ■ * ~ •. • *■ ' ;. j 

2° Sumar y restar 1 dentro del paréntesis, así: L = lim (1-1 +cosjc) J 

x-*0 


= lim (1 — (1 — cosx)) - * 
x->0 


Pero: 1 - cosx = 2sen 2 ~, luego: L= lirn^ |^l+|-2sen 2 -|j J 


-2sen 2 ^ -2sen— 

lim-- fim . . -*sen^ 

L = e x -*° x ,' = Z X ~* 0 J-' 


-2;senf‘i/'.> 

_ & lun —í— ¿ /!sen^-\ 

~ C ;c-»0 2\| / \ 2/ 

=e°=i 
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04 Calcular: L = lim (cosx) x 

x->0 

Solución : 

1° A1 sustituir “x por 0”: 1°°<— Indeterminado 

2° Para levantarla indeterminación procedemos como en el problema 3. 


lim ( 

l-2sen 2 




-2sen 2 X 

lim ■ 

2 

e x->0 

x 2 


-2sen^ sen 

lim- 

--- 

x->0 

2- ' 2- 
2 2 


-2scn 2 -| x 2 


= e~^ = e~ 2 =4. 


05 Calcular: L = lim x l ~ x 
Solución : 

1° A1 sustituir “jc por 1” obtenemos: l 00 , porque jc < 1 

2° Comó; ' jc—> 1~ 

x < 1 

íl-x = h 

x-1 <0 => hacemos: -i 

x = \-h 


1-x >0 
0 


Como: x -> 1 entonces h ->0 H 


Lpego: . L= lim x r * = lim (1 -h) h 

x->\~ /z—> 0~ 

= lim [(l+(-^)) } _1 = 2 _1 
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06 Calculán L= lim ***- . "•'* 

x _+0 y scna + senx 

Solución : 

. 1 ' - 

1° A1 sustituir “x por 0” obtenemos: 1 0 = 1 
2° Dividir el numerador entre el denominador: 

L = lim F1 + 2s - n J C ~- ■ 1 senx . Formar el número e: 

*-+oL sena + sen* J 


lim 1 + 


senar-f senx 

-2senx \ -2senx 
sena + senx / 


— 0 sena 


07 Calculan L = lim -LnJi^ =oo.O *-■— Indeterminado 


.+* Vi-* 


Solución: 


'ÜíJMÍ ^) 1 




= ¿Ln 


1 

lim (1+x)* 
x^*o + . 


l + (-x)^) 


■Hír ]- 1 
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Análisis Matemátieo I 


08 Calculan L = lim = £ 


jc-> 0 Jc 


.2 0 0 


Solución: 


£ = lim 

. n 


Ln(cos) J 


= Ln lim (cos) J 
x-*Q 


= Ln[e 2 =-■j , verproblema04. 


□ 3.11 LÍMITES INDETERMINADOS DE LA FORMA g 


I LIMITES ALINFUHTO 

Proposición I : Sea la función racional:' R(x) = a °* - - - - - - , a 0 * 0, ¿h * 0. 

, .V"-+*!** ‘ 

Donde: P(x) = oqx” + ajx” -1 +... + a„ y 

Q(x)=b 0 x m +b l x m ~ 1 +...+b m 

Sonpolinomios de grado nym respectivamente: n e Z + , meZ + 

qo ,si n>m 

Demostrar que: lim R(x) = * , si « = w 

JC->+O 0 

0 , si « < /w 

Prueba : 

+^+-^ + *-- + 

/?(x) se puede expresar de la siguiente forma: R(x) = — f— — —f-f-4 y teniei 

encuentaque: lim -£- = 0, V«eZ + , KelR. 

x->+« * * 

X-+-QO 


y teniendo 
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Límites de Funeiones Realesde Variable Real 


Tenemos: 

a) Si n>m, entoncesdividirnumeradory denominadorentre“ x n ”obteniendo: 

o 0+ a + ... + f3.1 ' 

lim fí (= lim —1 = —~ ——-——— ÍLL ■' = = J-nn 


lim J?(jc) = lim — J i = n 

X->+00 X-++CQ 1 L + h. + ... + hsL U 

JC x m 


b) Si m = n ,, entonces al dividir numerador y denominadpr entre “ x m ” obtenemos: 


lim R( jc) = lim 

X —>+oo j->+oo 


a 0 + ^ + ^ + ' 

v + ^' 

*» + 4+4 + " 

. ■■'■r 

•+¿ J 

J 


c) Si n < m , entonces dividir numerador y dcnominador entre “ x m ” obtenemos: 


-1- I Qq + -Q- + • • • H-2- 

lim R(x)= lim — "J- ——— *”-, =-£- = 0 

JC-++00 X—>+00 L + ^0 + ... + Íbl 

0 


lim R(x)= lim R(-x) 

X —>—Q0 X—>+0O 


Ejemplo: 


Sea la fimción /(x) = -p—, x * -1. Hallar lim f(x) 

l + x X—>—00 

Solución: 


1° Definir el valor absoluto f(x) : f(x) = 


r 2 *-' , Si XiO 

1 + X 5 

, Si x<0, x&-\ 

l + x ’ ’ 


2° lim / 2 (x)= lim -r^= iim -j j; - "- = üm j^- = l&n --r i - = -2 

X->—00 x—>—oo ' r A x—>+oo 1 x x —> + oo ■* x—> +O0 “ - 1 


3° lim /,(*)■=. lim t 2*- = . lim TTT- 2 

JC->+00 X-++00 JC-++00-+I 


Sólo fines educativos - FreeLibros 










Análisis Mátemático I 


□ 3.11.1 ASÍIMTOTAS: HORIZONTALES, OBUCUAS Y VERTICALES 


a) ASÍNTOTAS HORIZONTALES : Sea la fupción real f(x) = , Q(x) * 0. 

Si lim = L v lim ^\ = M con LeJR, MeR ehtonces los límites 
*_»+«,<?(*) Q(x) | . 

y = L, y = M son asíntotas horizontales de la curva f(x). 

En el ejemplo anterior y = -2 es asíntota horizontal de fi(x ); y = 2 de f\(x) / 


b) ASÍNTOTA OBLICUA : La recta y = ax+b, a* 0, es una asíntota oblicua de la curva 
i> ^ f(x) sí, y solo si una de las siguientes condjciones se cumplen: 

i) lim ¿^- = a a lim [f(x)-ax) = b ó 

Ar~>+oo x jc-++oo 

n) lim = a Á lim {f(x)-ax] = b 

JT-+-00 X JC-+-00 


II LIMITESINFINITOS 

Proposición 3 : i) lim —-=+qo 

* n 


. \ ~oo si n es impar. 

ii) lim -L = _ 


^->0' x I si n es par. 


c) ASÍNTOTA VERTICAL : Sea la función real / (x) = , si x = x 0 es una raíz real del deno- 

minador Q(x) y a su vez: 

lim -£££ = ±oo v lim ■£££ = ±oo, entonces x = x 0 es asíntota vertical de la curva 
Q(x) x->x¿ Q{x) 

f(x). 


Ejemplo: 

Sea la función f(x) = ■ 
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Límites de Funciones Reales de Variable Real 


Las raíces reales del denominador son x = ±2 , además: 


1) lim f (x) = -oo 
jc->2 + . . 


2) lim f(x) =.+oo 


3) lini /(x) = -oo 
*0->2 + ' ... 


4) lim /(jc) = +oo 


Luegó X = 2, X = -2 son ASÍNTOTÁS HORIZONTALES. 


□ 3.11.2 PROBLEMAS RESLELTOS 


01 Calcular: lim 

X->+oo 


(x-l)(x-2)(x-3)(x-A)(x-5) 

(5x-l) 5 00 


Solución : 

A1 multiplicar los factores del numerador se obtiene un polinomio de 5 t0 grado. E1 denomi- 
nador es otro polinomio de 5 t0 grado, por tanto dividir numerador y denominador entre jc 5 : 

(*-1) , (x 7 2) (x-3) ( x - 4 )( x - 5 ) ( 1 _1W 1 _2V 1 _3V/ í _4W 1 _5\ 

L= lim -* - * • .*— , - je 1= lim .. ¿ñ *ñ . J . U -L. 

x —>+oo 15£2Í j -v x->+oo ^5 _1^ • X 

02 O.lcute L- lim (»')(» i *UÍ> , *'M»-*l) 

^ +Q ° Hñxf+1] 2 

Solución : 

A1 mültiplipar los factores del numerador resulta un polinomio de grado igual a: 
l+*2+3'+... + /! = -— 2 "^“ Q ue es igúal al grado del polinomio del denominador, entonces 

x. (1 + n)n 

dividir numerador y denominador entre x 2 .. 


(Jt + l) (x 2 +1) (x 2 +1) (i”+l)- 


lim 


n n x n , 1 

' x n . jc w 


L= lim 

3C—>00 


LiL¿hr¿J = _i_ 

yi + l n(m 

I»" +-L) 2 » 2 
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Análisis Matemático I 


03 Catetdar: L = lim $x 3 +*? +1 -v?^jc 2 +1) 



A1 sustituir “jc por +oo” obtenemos oo-co que es indeterminado. La indeterminación de la 
forma oo-oo , se evita “racionalizando”: 



Dividir numerador y denominador entre jc . 



04 Cálcular: 



X->+00 


Solución : 

A1 sustituir “jc por +oo” obtenemos oo -oo , que es una forma indeterminada y se evita racijC)- 
nalizando. 

Como los radicales tienen índices diferentes convertimos en índices comunes: 

E1 (Mínimo Común índicé) m.c.i. de 3 y 2 es 6 
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Recién racionalizamos: 


E1 factor racionalizante de (\[á -\[b) es: 

F.R. = Í? +ffiV b +C? +yi$[B*+tf¥ 


Por tanto: L = lim 


. lÉHEl 


2 -% 2 -: 


(¿+3x 2 )*-(x 2 -2x¿ 


VKx* +3jc 2 ) 2 ] 5 +...+%* 2 -2jc) 3 ] 5 
,. 12JC 5 - 3x 4 + 81 3 

JSL r+...+v" 


Dividirentre x 5 numerador y denominador: 




1= lim [(x 3 (x + l)) 3 -(x 3 (x-l)) 3 ] 

X->+oo L ^ 

X= liní [(x(x+l) 2 ) 5 -(x(x-l) 2 ) 3 ] 

x-++oo , 
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Análisis Matemático 1 


Ahora racionalizar muitiplicando numerador y denominador por su faetor racionalizante: 


L = lim 


i i 

([jc(^+ 1) 2 ]3-[x(x~-l) 2 p) F.R. 


1 11 111 . 

(A 3 -B 3 ) (A 3 +A 3 B 3 +B 3 ) =A-$ 


Luego: 


L = lim -* ( *^ l>lz£Í £r . ü 2 . 

X “ >+0 ° lx(x +1) 2 ] 3 +... + [x(x -1) 3 ] 3 


= lim --j 

[x(x + l) 2 p +... +U(jc-i ) ? ] 3 


Dividirentre x L : = lim 


1 i i 1 

*~^ +C °[*(* + Í) 2 ] 3 , [x(x + l) 2 ]3 [x(x-1) 2 ]3 , [x(x-l) 2 \y 


= Hm - 7-- ~ ———■ . 

JC-++0O 3 [x(jc + 1> 2 ] 2 , . 3/[jc(jr-l) 2 ] 2 


= Üm r -- - - „. r . 

JC—>+°Q 3¡x 2 (x + l) 4 , . 3lx 2 - (x-1) 4 


L 2 * 4 V* 2 x 4 


= lim . , - 4 ,- 

J — 4 _ 4. 

^— 1 + 1 + 1 3 


06 Hallarlasconstantes“a”ydelacondición: L= lim ..- -ax-b =0 

x->+ooV ■* + * ) 

Solución: 


1) L = lim 

JC—>+00 


JC 2 +1 — ax 2 - ax 2 -bx-b 


L ~ lim 


(l-q)x 2 -(a + ¿>)x + l-¿> 
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2) Analizando: Para que L = 0, debe cumplirse, en el límite cuando x~> +oo que: 
L =—£, K = constante; esto es posible sólo cuando los coeficientes de x 2 y de x sean 
ceros, es decir: 

l-a = Ó y' -(a+ó) = Q 
a = l ó = -l 

Siendo así, tendríamos: 1= lim ——" = 0 


07 Hallar la constante de a¡y b¡ (i = 1,2) de las condiciones 

i; M r+ljZ u\ — f\ 


1) lim .{Vx' — jc-í-1 — tírjjc—) = 0 y 

JC->+O 0 


2) lim (\jx ¿ -x+Xj-a^x-bi^-O 

X — 00 


Solución de IV . 
1) Pero: 


1= lim (yx -x + l-aix-bi) 

X-++CO , 


= lim (yjr-i+'l-(ajjc + éi)) 

X —>+CO 


2) RacioRalizar: t= lim 


¿= lim f-- x+l -to x+b it 

x-++co x +1 + (a x x + bi) 


} x ¿ -x + l + ioix + bt) 


= Iim x^-x+l-a^x 2 -!^-^ 
X-++0O :A Jx 2 — X + \ + {ci\X + ¿> j ) 


1= lim + 

X-*+<X>~ ijx 2 - ’x + 1 + (0|X + ~b ¡) 
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3) Analizando: Para que el Ifimte sea L = 0, debe cumplirse que: 
1 - af = 0 a 14 - 2 afa = 0 
a, =±l a 

Si flj = 1 => bi = -■| 

Si a2=-l => t>i=\ 


2) Quedacomogercicw: =±l, ój =± 2 

88 Estudiar ei ¿bnyortam iento de la raices x, y x 2 de la ecuación cuadrática 

ax 2 +Acr+c=0, si etcoeficiente “á” tiende a cero mientras que los coefícientes byc 
son constoites, simdo b * 0. 

Solución : 

1) Las relaciones entre las raíces x,, x 2 y los coefícientes son: 
x,+x 2 =-f 

xi-x 2 =- => x, =-£- = --i =— ... (0 

1 ¿ a 1 0X2 °Lm 

=> lim xi = lim — = ^ = ±oo 
a->l * a-*0~ a 0 

De ax 2 +bx+c = 0, obtenemos: lim (ax 2 +éx+c)= lim(O) 

a->0 a-*0 


bx+c =0 => x 2 =—•f, Z>*0 ... (2) 


♦ E1 resuftado obíoiidó «i (1) es por (2). 


AStNWflKt* 


Sea la fimción: 


lx 2 -x 3 , 


._ v x>\ 

x 2 -7x + 10 ’ x ¿2 ,x*5 


Hallar las asíntotas horizontales, verticales y oblicuas. 
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Tenemós: 

í) Asíntotas verticales: Se obtienen de igualar a cero el denominador: 

x 2 -7x+10 = 0 => (x-5Xx-2) = C> 

=> x = 5,x = 2 son A.V 
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Análisis Matemático I 


ií) Asíntotashorizontales: comoeldomiñioes x>l,donde x sealeja a+<x>, hacemos: 
lim . , = iim } .. 

X~>+00 xr -?JÍ + 10 X-++00 —“ 


= -2. = -foo 
0 ■ 


=> 3 A H. 


iii) Asíntotas oblicuas: y = ax+b 

Donde: á=* lim = lim -r—-= 2 

X-++00 * X-++O0 * + Tx L + 10* 

6«. H» 

X-++O0 


b* lim í - v-^ 3 -2x1 

; x-++<»L * ~ 7 x + 10 J 

-■lim raÍ^UfÍJSil 

X-++OOL X 2 -* 7 x + IO j 

14** - 20x 

=■ lim —-- 14 

jc-»+oo x - Ix +10 


Luego la A.O. es: y = 2x +14 


EJERCICIOS PROPUESTOS |W|J.l 1 


Hallar, si existe, las ásíntotas verticales, horizontales y oblicuas de lasaiguientes funciones: 


01. f(x) = 




x> 2 

V-4 ’ 


*=2 > **- 1 


. y=2 


x = 2 
y^2x+S 


02. /W = 


| 4 x| -1 ’ 4 

* > *<-> 


r=-l r=i 
x 2 ’ * 2 


Rpta.: iri 

r v= _i 
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fasti *<i 

x ix-ii ** 

«3. /W= 2 ' 

-f— , x>l 


04. /(*) = 


x< _ 3 
*+3 ’ X J 

/x 2 + x , x e (-3,-1]u[0,+qo) 


x = -3 


Rpta.: U = 2x-6 
{y = x+l 


, xS-1 , x*0 

05. /(x) = | e "* 

WÍ4 > 


y = -2 


06. /(x) = 


jc+- , x<3 , x*0 
Ln(l + e x ) , jc^3 


Rpta.: [y = x 

{y= x 


07. /(x) = 


—, x<0 , x«J" 

x-[x] 

x+arcosl , xe(0,+<») 


fx = -l,-2,-3. 

U = 1 

R P te,: | x = 0 

I y=x+% 


08. /(x) = - 


, xe <-oo,-3> 


, xe[-3,~|]u[0,+oo) 


x = -3 
,y = x+l 
x = 0 
y = y¡2 


3x 3 + 3x + 5 


09. /(x) = - 


a-±2£ü+Vx 2 +4 

x 2 -x-6 


-x 3 +X 2 +1 


x>-l,x*-2,3 


+ Vx 2 +9 , xá-1 


Rptas.: x = 3; >; = 4^ + 3; y=-2x+l 
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P 3.11.3 LÍMITES INF1NITOS (DEFINICIONES) 

ASÍNTOTAS VERTICALES - LIMITES CUANDO x -» x 0 

[—---—- ®~ ---— 

Defintción: Si x$ es punto de acumuiación del dominio de f entonces 

lim f(x) = oo <=> Dado un número M >0 por grande que sea, existe unnúme- 

X-*Xo 1 . *’ 

ro S>0 9 tal que: \f(x)\ > M siempreque xeDf a 0 < |x — jc 0 | < 


SUS CONSECUENCIAS SON: 

aJ 

Si lim / = -foo => Dado un M> 0, 3 S > 0 
x-+x¡ 

tal^ue: f(x)>M siempreque: 

xeDf a 0<x-xq <S 
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Si hm /(jc) = -foo => Dado un M > 0, 3£>0 

X->X¿ 

tal que: /( x ) > M siempre que: 

xeDj a 0<x 0 -j¡:<í 



Si lim /(*) = --00 =>Oado Af >0, 3<J>0 

talque: f(x)<-M siempre que: 

xeDf a 0<x~x 0 <<5 


Si lim / (jc) = -oo => Dado M>0, 3 £ > 0 
x-*x¡¡ 

tal que: /(jc) <-M siempre que: 

xeDf a 0<x 0 -x<J 
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Sf al menos una de las proposicíones A.l, A.2, A.3 ó A.4 es cierto, entonces diremos que 

x = xq es una asíntota vertical de la gráfica de: y = f(x) 

■ / - - 


ASINTOTAS HORIZONTALES - LIMITES CUANDO 


X —^ +00 
X —+—oo 


LMJ 

Sea Acz IR 4 A es ilimitado superiormente. 

Dada / escribimos: 

Lim /(jc) = b , sí y sólo sí. 

X->+00 

Dado arbitrariamente £> 0, podemos encontrar 
N(s)>0 talque: 

xsA a x>N z=> {/(*) -b\ < e 



IMJ 

Dada / :A->JR,Ae s ilimitado mferiórmente. 
Escribimos: lirti f{x)-b <=> Dado s>0 

X —>—■ * 

existe un numero N(s) > 0, tal que: 

xeA a X <-N => |/(x)-¿| < £ 



Por los tanto, si al menos una de las proposiciones B.l ó B.2 es verdadero, entonces dire- 
mos que la recta y = b es una ASÍNTOTA horizontal a la gráfica de la.fimción f(x) . 
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lim f(x) = b= lim f(x). 

X-*+O0 X-+-0O 

Entonces se escribe- lim f(x) = b '=> dado e > 0 (por pequeña que sea) B N(e) > 0, tal 

: X^+°D "' ,5 


que: |/(x)-é| < e siempreque xeDy a |x| > AT 


EJEMPLOS 


Ejemplo 1. Demostrar que: lim = 1 

X-+O0 x *. 


Detaostración : 

lim = 1 <=> Dado e>0, 3 N(e )>0 .tal que: siempre que 

x-mo * -1 * 1 I 

xeDj a |x| > N . 

Ahora, busquemos N en fimción de e: 

Para ello, partimos de: frT“l = 


Pero: 27 ^-^- < e siempre que x e Dj =J? -{1} a | jc| > N - 


j£zil>l 

2 % 
\x-l\>Í 


x>N v x<-N 


x -l>2 v x-l<~ 

S € 


x> 1+-2- v jt'<—^ , donde x' = x-l 

€ € 


S 1 Jt -+ +OD S 1 X —> — 00 ^ 

= 1+3 N 2=-7 
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Ejempk>2. Demostrarque: lim= -h» 

x-+2* * ~4 



Usar la deñnición A.l 

lim —-L— = +« e=> Dado M > 0, 3£>0 tal que > m siempre que: 
x-*2* * r-A 

xeDf = R-{-2,2) a 0<*-2<í 


Pero: >M siempreque xeDf a 0<x-2<S 


=> x* -4<-jL si x 2 -4>0 


í) ... (x-2)(x+2)<¿ 
scdcbtacotir 

Tenemosque : 0<x-^2<¿... (2) 

Supongamos : 0<x-2<l = ¿| , S£¿>\ 

2<x<3 

Sumar2 : 2<x+2<5 ... (3) 

Multiplicar las desigualdades (2) por (3): 

(4)... 0<(x-2Xx+2)<5í 

Comparandolasdesigualdades(l)y(4)hacemos: 5 S = -jfr => S = 
Escogemos S = minj 1 j paraque 2 * - >M siempreque: 

0<x-2<<5 a xeDf 


Ejemplo3. Demostrarque lim ,* =+oo 

x-*r x -! 

Demostración: 

1) Por defmición se tiene lim ~* =+°o <=> 

x-*r x - * 



>M siempreque: 0<L- x<S a xeDf 


Dado M> 0, 3 í > 0 tal que 


Sólo fines educativos - FreeLibros 








Límites de Funeiones Reales jde Variable Real 


Búsqueda de <?en función de M: 


Apartirde sabiendoque 0<\-x<S. 

x ¿ -\ 


2) De laproposición |> A/ siempreque 0<l-x<¿ a Df = R- 
Deducimos: 

X 2 -l 1 

Si entonces - <-¡¡^ siempreque 0<1-jc<J a xeDf 

r \ {i+jf) 

(-® r l)u(0,l) (1^*)“? 

>-este término debe acotarse 


Pero: flzi = Í-]K£±I) = ^(Í£±ÍÍ) 

—x —x v y \ x J 


-este término está acotado por ó, pues 
0<l-x<£ 


X 4 * 1 

Por buscar una cota N > 0, tal que-< N 


Tenemosque 0<l-x<<5 


Supongamosque 0<l-x<<5<^ = ^,entonces: 

0<l-¿<4 => 0>x-l>-4 
2 2 

=> 1 > x > ^+— InviertoV 1 < - < 2 . 
*• Jf. 

Sumo 1: 2>x+l>* 

<=> |<x+l<2 ... 


Multiplicar las desigualdades (2) por (3): 


4< — <4 = Af 
2 x 


Ahora, multiplicar las desigualdades (1) por (4): 0 < <4S 

Haciendo: 4<? = -¡¡j <==> £ = ^ 

Escogemos: <5 = min||,-^.| para que: -f^>M siempre 

0<1-X<<5 A X 6 Df 
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Ejempk) 4. Demostrar que. lim —J—= -<» 

x-*2~ r - 4 


1) lim -rJ— = -oo c=> Dado M >0, 38>0 tal que -=■*—<-M siempré que: 

x*-4 


0<2-x<8 a x<éD f - J?-{-2,2} 


2) De la desigualdad -y--~ < -M podemos deducir lo siguiente: 
Si x 1 -4 <0, entonces invertimos: x 2 -4> -4r 

- w . jk ‘ M 


xe(-2,2) 
Multiplicar por-1 


(x-2){x + 2)>-j f 


(2-xXx+ 2)<JL v 


Por definición, tenemos que: 0<2 -x<8 


Supongamosque 8- 1, entonces: 0<2-x<l 

<=> 0>x-2>-l 
<=> 2>x>l 


Sumar 2: 


l<x<2 

3<x+2<4 


Multiplicar las desigualdades (1) por (2): 
0<(2-xX*+2 )<48 ... 


Comparando (*) con (3) hacemos: 4 < 5 =-¡^<=><J=-^ y escogemos 8 = min 11, | 

paraque: —<-M siempreque: 0<2-x<<5 a xeD f 


Ejemplo 5. Demostrar que: lim 


x-+ 2 (x- 2 y 
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Demostración : 

1). lim x ~ - 4 - = -qo 
x-±2{x-2) 2 


Dado M > 0, 3 8 > 0 tal que: 


C> <|jc— 2| < a xeDf = IR-{ 2} implicaque -—^<-M 

Este valor absoluto es porque el tímite 
por derecha e izquierda de -2, es -oo 


fíúsoueda de ¿en función d eM: 


A la derecha de 2, debo demostrar que: ^ 

M u<x-2<ó a xeDf-JR-{2} => ~ -y <-M 

1 (x-2? 

Vgamos : 

De ---- - < -M dedncimos: Si x-4<0 , invierto - z ~~ - > -4 t 
( 2)2 .- - -- x-4 M 

x<4 


Multiplicar por -1: < L 


Pero 0<x-2<S implicaque 0<(x-2) 2 <S 2 

Si <5 = l => 0<x-2<l <==> 2<x<3 

Sumar-4: => -2<x-4<-l 

Multiplicarpor-1 : => 2> — (jc— 4)> 1 

Invierto: => 4 < , 1 v: < 1 
2 -(x-4) 


MnhipHcar (1) por (2): => 0 < ^j^ <S 2 


Comparando (*) con (3) hacemos: S 2 = <=> 8 - 

Escoger 8- mín11,-4=) para que: *~ 4 , ' < -M. siempre que: 
( vW ) (x-2) 


0<x-2<8 a xeD/ 
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Ejemplo 6. Demostrar que: lim *. : = +qo 

-1 

Demostración: 

■ , • ■ 

<=> Dado M > 0, 3 S > 0 tal que -=r— > M siempre que 

X Z -\ '■ ' 

0<x-l <S A xe Dj = IR -{-1,1} 


Busaueda de Sen Función de M : 

Pero >M <=> — — <-jr ..(*) Si -■£ >0 

x 2 -\ x M x 2 -1 

x e (-1,0) u <l.oo) 


Se tiene: - - 1 — tenemos: 0 < x-1 < ¿> . (1) 

Si S = l => 0<jc—1 < 1 <=> lor<2 o ^<--^<1 ..(2) 

En l<x<2 sumar 1 <=> 2<x + l<3 ....;...(3) 

Multiplicar(1) x (2) x (3): 0< — - < 3<? ... (4) 

Comparando (4) con (*) haceittos: 3S=j¡¿ => S = 


Escoger: S = mín { 1 > ) • 


Sólo fines educativos - FreeLibros 











Límites de Funeiones Reales de Variable Real 


□ 3.11.4 TEOREMAS SOBRE LÍMITES 

TEOREMA 1 Seat A<zM,. f:A——> IR, x 0 punto de acutnulación de A = D f ,en 
tonces: 

lim /(r) = L <=> lim /(r 0 + h) = L 

x-+Xq h-> 0 

Es decir, si alguno de los límites existe entonces, el otro límite también existey: 

lim f(x) = lim f(x 0 +h) = L 

X->Xq /i—>0 

Demostración : 

(<=>) Por demostrar que: lim f(x)-L => lim /(jc 0 + h) = L a 

x^>Xq h-> 0 

Veamos : lim f(x 0 +h) = L => lim f(x) = L 

h-+ 0 X—*xq 

(=>) 

1) Si iim /(x)=X => (V.'i >0)(3<?>0);talque: 
xeDf a 0<|x-x 0 |<í? => 0 < |/(x)-£| < £ 

2) Hagamos: x-XQ=h 

<=> x = x 0 + /i ; dónde si x -> x 0 entonces /2 -> 0. 

3) Sustituir 2) en 1), pódemos ver que sienipre que: 

h e Dom(f (x 0 + x)) a 0<|/j|<£ 0< |/(x 0 +A)-¿| <s 



4) Las desigualdades (*) y (**) implican que: lim /(x 0 + x) = L 

h-> 0 

(<=) Por demostrar: Sí linj /(x 0 + /í) = L => lim f(x) = L 

h^* 0 x->Xq 

Queda como ejercicio . 
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LÉMA Si \a\ < €, V e >0 entonces a- 0. 

Demostración: „ 

La demostración la haremos por el método de REDUCCIÓN AL absurdo. Este método se 
basa en la siguiente tautología lógica: 

Kp\ *pi) => q] = [{~q^Pi) => ~Pil 

Donde: P\'-\< 2 q:a = 0 

P2:\a\<s, V s >0 


1) Supongamosque a*0 ,entonces ^>0 (Hipótesis Auxiliar) 


2) Como la proposición p 2 es verdadero para todó s positivo, en particular será verdadero 
para e- y. 

Entoncesen p 2 tendremos: |a| < — ■ • 

=> 2 < 1 

Ésta proposición contradice la hipótesis p\ 

Esta contradicción surge por negar la tesis. 

3) Por lo tanto: |a| < s, Vs >0 implica a - 0. 


TEOREMA 2 (UNICIDAD DEL LMTE) (Si existe lim /(*), éste es único) 
Sean Ac M, f: A-+ 1R, x 0 punto de acumulación de A. 


Si lim / (x) = L\ a lim f(x) = , entonces L\ = 1% 

X~*Xq X~>Xq 


Demostración: 


Debo probar \L\ ~ Lj 1 <• s , V s > 0,1° cual implica Ij = 
1) Por hipótesis se tiene lim f(x) = L\ a liiti f(x) = 

. X-+XQ X-*Xq 
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Luego, dado cualquier £ > 0 , existen <5j>0 y > 0, tales que para 
xeA a 0<|x—x 0 |<¿i => \f(x)-L\\<4¿ y 
0 <|x-x 0 | < ¿>2 => |/(x)-Í2|<| 

2) Elegir <5 = min{<^,<%}. Como x Q es punto de acumulación de A podemos encontrar 
x 'e A tal que 0 <[x'-;t 0 | < S . Entonces: 

\k ~h\ = 14 -/(*') +f(x')-L 2 \ <11, -f(x')\ + \f(x')-Li\ 

- \f( x ')~L\ \ + \f (x')-Li\ 

<2*2 =£ 

4) Por tanto, por el Lemaanterior: | L¡ -L ¿| < s, Ve >0, => Lj -¿2 = 0 => L\= 


APLICACIONES PRACTICAS DELTEQREMA1 


lim f(x) = L 

X-*Xq 


lim f(x 0 +h)=L 
h-> 0 


1) Calcular: lim 


cos x ■— cos a 


Solución: 


cosx-cosa .. COS(úr + /l)-COS ¿7 . v 1 1 

l im --= h m —-i——— hemos hecho: x-a = h 


= lim 
h-> 0 


cosa- cos h -senúr*sen/í-cosa 
h 


-sen a/scr\h\ 

= lim ——r-7-—/ = -sena 

/ i ->0 


Pues: lim (cos a cos h - cos a) = 0 
/ í ->0 


2) Calcular: lim 
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Haciendo : x~\~h 


x = l + h 


Donde 


Si x->\ => / 7 -»0 


~ r 1 -jc 2 r l-(l + /i) 2 r \-\-2h-k 1 

Tenemos : lim-= lim — —^-—r = itm--—-r 

^^jsen^rjc ^_ > 0sen7r<l + /i) ^^^sen/rcosnh^cosnsmnh 

_ i~ -h&±!ó 


= Ua _£* 

i, .Asen^w v n J \ n J 


3) Calcular: Um 


Uaciendo : x-m^h 


x~n + h 


Donde : Si x-+n 


Tenemos : lim ^ = lim —~—tt = lim — - ■■ ——r 

^^frSenx fo^Qsenin + h) ^^Qsen/rcosh+cos/tsenh 


TEOREMA 3 * (TEORÉMA DEL ENCAJE) (del Sandwich) 

Sean Acz IR ; f,g,h :A-+IR, x 0 punto de acumulación de A. 

Si para todo x e A, x*x 0 tenemos f(x) < g(x) < h(x) y además 
lim f(x)~ lim h(x) ~ L, entonces lim g(x) = Z. 

jc->Xfl *-»*() X—^Xq 


Demostración : 

1) Por hipótesis se tiene lim f(x) - L y lim h(x) = L , por tanto dado s > 0, existen 

X->Xq I X-±Xq 

Si y talesquepara xeA. 
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0 < |x-x 0 l < ^ =* l/(*)“¿! < e 

L-e< f(x)<L+e 

y 0 < |x— x 0 1 < => |/j(x) -L\<e 

L-e <h(x)<L+e 

2) Sea S =mín{<5| ,¿2 }. Entonces, xe A a 0 < |x-x 0 1 < S implica: 
L-e < /(x) < g(x) < h(x) <L + e 

ypOTtanto: L-£<g(x)<L + e __ 

<=>** |g(x)-L|<e 

Lo cual implica queí iim g(x)=X 

. x->x¿- £__ 

Esteteoremaindicaquesi f{x)kg(x)£h(x) " 

Entonces: lim f(x) lim g(x) Km A(x)’’ 

X->Xq < X-+Xq < X->Xq 

V -» : *- J V ^' . _ : ■ . . _.. ¡ 

L ^ lim < ¿ *b” 

r-4j*o 


lim g(x)=L 

X-+XQ 



TE0REMA4 

Sea /4 c JR, / •, A++ 1R, x 0 punto de acumulación de A = D f . 

Si lim f(x) = L a a<L<b 

x->jfo 

♦ . 

Entonces existe un número <5>0, tal que: a<f(x)<b, Vxe D f 
a <\x-x 0 \<S. 



1) Por hipótesis tenemos que: 

Si lim /(x) = L => dadb ¿>0,3£>0;talque: 

(*). |/(x)-L| < í sionpreque xeDy a 0 < |x— 
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2) De (*) se obtiene: \f(x)-L\ < e <=> -e<f(x)-L<e 


L-e<f(x)<L+e 


3) Ademásporhipótesissetieneque: a<L<b 

<=> a<L a L<¿ 
<=> L-a>0 a ¿-X>0 

Sitomamos: c = mín{é-¿,I-a} 

Entoncessecumpliráque: e£b-L a eúL-a 



4) Pero V e > 0 se cumple que: 
Luego por(ar)y ($ se obtiene: 


L-í<L<L+£ 


oSi-e<L<L+f 


(0 

(b) 


5) Comparando las desigualdades (a) y (b) y por 
la jmq) iedad de transitividad, obtenemos: 

a¿L-e<f(x)<L+e£b 
=> a<f(x)<b,VxeD f a 0<|x-oc 0 |<í 

Imd. 

ALGUNOS UMITES TRIGONOMÉTRICOS 



Probarque: (1) lim senjc = 0 (2) lim cosx = 1 (3) lim ^^ = I 

jc ~>0 *->0 x->0 x 

Demostración: 

La demostración es por construcción. 

Se elige im círctilo trigonométrico: x 2 +y 2 =1 

En el primer cuadrante se definen: lá cuerda PQ, el arcó PQ y la línea poligonal 
( PR)kj(rQ ). 
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ÉL 



Si comparamos las medidas de estos elementos, 
se obtienen las desigualdades: 


PQ<x<J > R+RQ 


P = (cosx,ssnx) 


donde: x es la medida del arco PQ 

enradianes,con 0<x<y 

♦ En el triángulo rectángulo RPS se cumple: 

PR<SR ........... (2) 

♦ En el triángulo rectángulo QTP, se tiene: 


PQ> PT 


Así, por (1), (2) y (3) y por transitividad se obtiene: 
PT < PQ < x < SR + RQ 
PT < PQ < x < SR ... 


♦ En el círculo trigonométrico, se tiene: 

PQ = yPT*±TQ? = 72-2cosx, donde PT = seax, 0<x<& 

TQ = l-OT , OT = cosx 

SQ=Jgx 


♦ A1 sustituiT en (4): 

senx<^2-2cosx <x<tgx 

De: yj2-2cosx <x 

2-cósx<x 2 

1— ¿<cosjc...... (5) 


De: senx < x < tgx 


senx<x 




♦ Con (5), (6) y (7) se obtiene: 1 -í-<cosx<^£<1 . 

♦ La desigualdad (8), también, se cumple para —| < x< 0 


:1.(7) 
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♦ En (8) aplicar el teorema del encaje, a las desigualdades: 


1-4- < cosx < 1 


COS X < Í5ÍÜ. 

r 


lim (1 < lim (cosx) < lim (1) lim (cosx) < lim «' lim 

jr->0' * ' jr~>0 x~+Q x-+0 x~>0' x ' jr-*C 

UJimícosxXl l<lim(^)<l 

ll x~*¡$ 


lim (cos x) = 1 
jc-*0 


♦ De manera similar, pára 0 < x < ^ y ~~ < x < 0 

■ . / 

Secumplen: 0<senx<x a 0<sen(-x)<-x 
Lo que es equivalente a: 0 < |sen x\ < |x| 

Hallar lim : lim (0) < lim |s«ix| < lim |x| 

jc->0 jc->0 jc->0 jc->0 


♦ Conclusión; lim senx = 0 

jc->0 7 


jr->0V X- / 

u 

Hm(^i)= 

Jt-+0' * > 


LIMITE DE UNA SUMA, DE UN PRODUCTO Y DE UN COCIENTE 
TEOREMA 6 Sean AczlR, x 0 punto de acumulación de A y f,g: A -> Bt. 

Si lim f(x) = L a lim g(x) = m entonces: 

X-*Xo X-+XQ 

1) lim (f+g)(x)= Lim f(x)+ lim g(x) = L+m 

x-*xo ’ 1 

2) Um (/gX*)=[ lim /(x)][ Íim g(x)] = lm 

jc-kxq |! x-+x 0 ¿ . 

3) Si /w 0, entonces lim [ — "I (*)='•)- 

7 i-»xoL 8 J m 

DEMOSTRACIÓN DE (1) 

Paái todo s >0 debemos demostrar que 3 £ > 0, tal que: |(/+gX*) - 0 +,n )l < £ siem- 
preque xeA a 0< ]jc—jc 0 | «t S. 
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1) Por propiedad triangular se tiene: 

l(/+íX*)-(i+»)l = |(/(*)-i)+(g(*)-*)|^l/(*)-i| + lí(*)-«l--... (*) 


2) Por hipótesis tenemos: 

a) Si lim f(x) = 1 Dado €\ >0, 3^/|/(jc)-1| < e{ siempreque: 
xeA a 0 < |x-Xo| < 

b) Si lim g(x) = m => Dadó s 2 >0, 3S 2 ¡\g(x)~ m\ < s 2 siempreque: 
xeA a 0<|x-x 0 |<<% 


3) Como £j y e 2 son arbitrarios, entonces: haciendo f}=^, y escogiendo 

8 = mín{(5|,<52} podemos“acotar” enelpaso (1*)del siguientemodo: 

l(/+gX*)-0+'»)l ^ l/(*)~II + lg(*)-*l<f+f = « 

Siempreque xeA a 0< |x-x 0 | <8 


IDEMOSTRACIÓNDE (2) 


Dado e > 0 debo demostrar que existe S > 0 tal que 
xeA a 0 < |jc—jc^I <^ implica IU&X*)“1*I <£ • 


1) De: IU!gX*)-M = |/(x)g(x)-g(x)l + g(x)l- 1 m| Sumar y restar g(x)l 

= ls(*X/(g)-0+i(s(*)-«)l 


á |g(xX/W-0l + |l(gW-m)|.Prop. triangular. 


= lg(»)ll/(*)-l| + IH|g(*)-"»ll. (*) 


2) Debemos acotar los términos: |g(x)|, |/(x)-l|, |1| y |g(x)-m| de tal modo que se 
cumpla la proposición: \fg-\m\< e. 


Veamos : 

a) Si lim g(x) = m dado £¡>0, 3<^>0 tal que xeA a 0<|x-x 0 |<á} 

X-*Xq 

implica que |g(x)-m| < e. 
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Como esta proposición es verdadero para todo > 0, en particular será verdadero 
para s¡ = 1. Luego: 

\s(*)~ m \ <1 => |gW|-|w|<|g(x)-w|<l 

=> |g(x)|-|/w|<l, pues |g-m|2 |g|-|/w| 

=> |gWI<l«l + l... (2) 


b) Ahora, lacotade |/(x)-l| podemoshallar enfunciónde (|/w| + 1) 
Veamos : 

3<%>0,talque |/(jc)- 1|< 2( |J | + 1) g ... 00 

Siempreque: xeA a 0 < | jc — jc 0 | < 


c) Además: 



(iii) VlelR 


Ahora, la cota de |g(x)-/n| podemos hallar en función de (|l| + 1), afírmando que: 
existe un 8 ¡, tal que |g(x)- m | < ^ e . (iv) 


Siempre que: A a 0 < |x - x 0 1< <%. 


3) Podemos concluir, afirmando que si escogemos 8 = min{<5j ,<? 2 ><%} y acotando el tér- 
mino en (1 *) por las cotas de i, ii, iii y iv; que: 

|gWII/W-l| + |l||g(í)-wj á (H + Dj^^+flll + l)^(ji|+l ) E ~ e 

Siempreque xe A a 0 < [x — or 0 1 <8 . 


DEMOSTRACIÓN DE 3) | 

Dado s> 0, debo demostrar que 3 <J > 0, tal que: j(x)--^j<~e siempre que 

xeD± a 0<|x-x 0 |<<y 


1) Se tiene: 

I/.JLWv-i-l- _L__L|- - Igto-wl - 1 l 

|U/ W w |Uw m ~ NI«WI NI«Wl lgw 


( 1 *) 
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2) Ahora debemos acotar las ñmciones: y |g(x)-w|. Es decir, debemos hailar las 

cotas M>0 y #>0,talque: a |g(*)-m|<A: 

Por hipótesis tenemos: 

Sí lim g(#) = m dado €\ > 0, 3 > 0 tal que para: 

X-+XQ 

xeA a 0 <| a :- jc 0 |<^ => \g(x)-m\<£i ... ( 2 *) 


Paraacotar lafimción hagamos en(2*),entoncestendremosque: 

jg(x)-m|<J|i, /w*0. 

I'»* i £(£)l <1^ ..í...... .... Propiedad: \a-b\ = \b-a\ 


Pero: \m\ -1 g(x)( < |/w-g(jc)| < ~ .. Propiedad: \a\ - 16|< \a-b\ 

Entonces: \m\ - |g(x)| < —■ 


Multiplicar por-1: 


Invertir: 


H + I^W1> 


|g(*)l>-^r + M 


\g(*)\>'4 


_!_<-2_ 

lg(*)l |m| 


3) En consecuencia, volviendo al paso (l*)y acotando según (B) tendremos: 

-..... (3 * } 


4) Retomando al paso (2*) podemos elegir adecuadamente que para todo: s 2 , 

« w j2 

s >0 existe un í 2 >0; tal que: |g(x) -m\ < = s 2 


Siempre que: xeA a 0 < \x-x Q | < S 2 
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5) Por tanto, si nuevamente acotamos en el paso (3*), tendremos: 


M |g(*)| 


\g(x)-m\ < 


«I lg(*)l 


l^-"'l < W¡ÍT £::í6sea ’ Ue: ltx)~m <£ 


Siempre que: xeD ± a 0 < |x~x 0 | < 8 

g 

Siendo: = 


LIMITE DE UNA COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 


Si lim f(x) = L a lim g(t) = x 0 • 

X-*Xf) t-+t 0 

Si / 0 es punto de acumulación del Dj og a Si 3 un número c> 0, taí que, g(t)*XQ 
siempre que 0< |/—/©1 < c entonces: lim (/ °g)(t) = lim f(g(t)) = L 

t-±ÍQ t~>t 0 




Demostración : 

1) Como lim f(x) = L, entonces paratodo £>0 3 un >0, tal que 

X-*Xf) 

(i) .................. |/(*)-L| < s siempreque xeDj- a 0< |x-x 0 | < 


2) Perosi *eDy =>3 un fe£> g ,talque, x = g(t) 
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Límites de Funciones Reales de Vuriúble Real 


3) Ahora podemos reemplazar (ii) en (i): 


\f(g(t))-L\ < £ sq- g(')eD/ A 0< |g(0-xol <¿i 


4) Por hipótesis tenemos: 

Si lim g(t) = XQ, entontes % un ¿2>0; tü que: )g(*)-jqjt-<-£i si®®F e <f& T 
/eü« a 0 <\t—tft | <c. 


{ £\ — , posque C] es arbitrario 

. Se tiene en (iii). 

8 = mín{C,¿2} 


6) I g(x) - x 0 1 < S x siempre que: t e D g a 0 < 1 1 -1 0 \ < S 

7) Combinando las relaciopes de 5) con6) se tiene: \f(g(t))~L\ < s 
Siempre que t e D g a g(t)€ Dj a 0 < \t -t 0 1 < S 


Esto implica que: lim (/<> g)(í) = lim /(^(0) - L 

/—>/q #*>/g 



Sean AalR, x$ un punto de acumulación de A,f,g:A-±IR. Si 
lim /(*) = ! y Mm g(x) = M con L<M entonces existe 8>0 tal 

X-Xq X-Xq . 


que xe A , 0 < \x-xq\ < S => f(x)<g(x) 

Demostración : 

Como L<M => M-L> 0 . 

Basta tomar s = M -- entonces se cumple 
L+e = ~t- = M-e. 

Existe (5 >0 talque: 

xeA a 0 < |x ~~ x 0 1 < S => f(x)e(L-£,L + s) 
y g(x)e (M-e,M + e), donde f(x)<^^-<g(x) 
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C0R0LARI01. Si lim f(x) = L>0, entonces. existe S>0 tal qué xeA, 


Xr+XQ 

-0<|x-Xol<<5 => ^"(x)>0. 


Demostración: 

Como £ > 0, basta tomar s=^ 


C0R0LARI02. Si f(x)<g(x), VxeA, x*x 0 y lim f(x) = L, lim g(x) = M en- 

X-+XQ X-+XQ 

tonces LúM. 


TEOREMA91 Sea AcM, f :A->M, x 0 punto de acumulación de A. Para que 
lim f(x) = L , es necesario y suñciente que se tenga lim f(x n ) = L 

X —►Xq : /l->00 

para toda sucesión de puntos x„eA-{x 0 }, tal que lim x„ =x 0 . 

W->00 
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CAPITULO 


FUNCIONES 
CONTINUflS 

□ 4.0 INTRODUCCIÓN 

Para investigar la continuidad de una fimción en el punto jc 0 , se requiere saber sólo dos 
cosas: 1° que x 0 pertenezca al dominio de la fimción/ y 

2 ° que /(x 0 ) sea igual al límite de/en x 0 . 

La existencia del límite de / en x 0 es résültado de la existencia de los límites laterales 
en x 0 y que dichos límites laterales sean iguales. 

□ 4.1 LÍMITES LATERALES 

LÍMITE LATERAL POR LA DERECHA 

Definicíón: Dada una fimción /: Dy-> JR, si a x 0 ” es punto de acumulación de 

Dj n<x 0 ,oo); entonces: 

E1 límite de/cuando x tiende a “ x 0 ” por la derecha es “L” s.s.s. para tódo e > 0, existe im 
£>0, tal que, |/(x)-L| < e siempre que xeDj a 0<x-x 0 <S . 

SIMBOLIZACIÓN DE LA DEFINICIÓN 
lhn /(x) = I <—> (V e > 0) (3 S > 0) tal que: 

X —• 1 ■ . 

xeDj a 0<x-x 0 <S => |/(x)-L| < e 


LÍMITE LATERAL POR LA IZQUIERDA 

Definición: Dada la fimción f:Dj-±JR, si “xq” es punto de acumulación de 

Df n(-ao,x 0 ) ; eñtonces: 

E1 límite de / cuando x tiende hacia “ x 0 ” por la izquierda es “L” s.s.s. para todo e>0, 
existe un 8 > 0, tal que: |/(x)-L| < e siempre que: xeDf a 0 < x 0 -x <S 

SIMBOLIZACIÓN DE LA DEPINICIÓN 
lim /(x) = L <=> (V^>0)(3^>0) talque: 

X-+XQ 

xeDf a 0<xq - x<S => |/(x)-L| < e 
— 179 — 
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Análisis Matemático I 



ILUSTRACÍÓN GRAFICA DE LIMITE LATERAL 









e< 






f ¿< 






j | 



e< 

m 



•L+E' 



*L —£* 


e\ 




/: i 1 


¡ L< 

.. ^ \ ; 


y ; 1 } 





^ j 1 j 



. » ! 1 

¿ j ( 


*. i 2 


Xq X X Q + Ó 


x 0 -(5 * *o 


ó 



LÍMITE A LA DERECHA DE * 0 

LÍMITE A LAIZQUIERDA DE x 0 


Ejemplo 1. Aelaremos a existencia de los límites lateraies eligiendo el siguiente ejemplo. 
Sea la función f(x) definida del siguiente modo. 
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Mirando la gráfíca de /(x) y luego la regla de correspondencia de/ hállemos los lími- 
tes laterales eh los puntos: -5, -3 y 3. 

a) Mirando la gráfica, en el punto x = -5 , obtenemos: el límite de la fimción f(x) por la 
izquierda de x = -5, es -2. 

• Ahora mirando la regla de correspondencia de / (jc) , obtenemos: 

lim /( jc)= lim [-2] =-2 

X-+-5 

x<-5 ■ ■ 


b) Mirando la gráfíca, en el punto jc = -5, el límite de f(x) por la derécha de jc = -5, es 7. 
• Ahora, mirando la regla de correspondencia de f(x) obtenemos: 


lim /( jc)= lim [— 3jc - 8] = -3(-5) - 8 = 7 
x->-5 + x-+5 

x>-5 


En jc == —3 


c) Mirando la gráfíca: el límite por la izquierda de jc = -3 es 1. 
• Mirando la regla de coirespondenQÍa de / (x ), tenemos: 


lim / (x) = lim (~3jc - 8) = —3(—3) -8 = 1 
jc—>—3 — X-+-3 

x<-3 


d) Mirando la gráfica: el límite de / (jc) por la derecha de -3 es 1. 
• Mirando la regla de correspondencia de / (jc) , se tiene: 


lim f(x)= lim l-jíx-l) 2 + 5 | = -{(-3-l) 2 +5 = 1 

x->-3 + x-»-3L 4 J 4 

x>-3 


En x = 3 

e) Mirando la gráfica de /(x), el límite de f(x) por la izquierda de x = 3, es 4. 
• Ahora, observe la regla de correspondencia de /(x) : 
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x<3 

f) Mirando la gráfíca de f(x ), el la^ite-de f(x) por la derecha de x = 3, no existe, por- 
que /(x) se aleja +oo . 

• Ahora, hagamos el cálculo en la regla de coirespondencia de f(x ): 

lim /(jc) = lim I + 61 = ; ■ ;z- - rr + 6 = -hx> + 6 = +oo 

*->3 + ^3 + L x - 3 -I +(3 ’ 3) 

*>3 ' 
x-3>0 

TEOREMA DE LA UNICIDAD DEL LÍMITE Una función no puede tender a dos límites di- 

ferentes en Un punto x 0 . 


Es decir, sí 

lim f(x) = L 

a lim f(x) = M => L = M 



X-+X¡¡ , 


Se lee “si el límite por la derecha de x 0 existe y el límlte por la izquierda de x 0 existe, y 
son iguales, afirmamos que existe el Iímité en x 0 ” 


Ejemplo 2. • Dada la fiinción / (x) = y , x * 2 

¿existe lim f(x)l 
*->2 


Respuesta.- 


a) lim /(x)= lim =1 

x -» 2 + *>2 

jc-2>0 

b) lim f(x)= lim 

. -I- ^ 


Los límites late- 
rales existen y 
son diferentes, 
por tanto, no 
existe límite en 
x = 2. 
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VEAMOS: 

LÍMITES LATERALES EN x 0 = -2 
0 lim f(x)= lim 

x->-2 + x->-2\ 3 3 


x>-2 



ii) lim f(x)= lim í -j(x + 2) 2 + 3 | 
x=>-2~ 4 ' 

x<-2 

=0+3=3 

Por tanto, existe límite en: % = -2 

Porque los límites laterales eñ -2 existen y 
son iguales, afírmamos que existe límite en 
- 2 . 



0 lim /(x)= limí-j(x-2) 2 +2 

X>1 



En coñsecuencia, no existe limite en: xj = 1 

Porque, los límites laterales existen y son di- 
ferentes, afirmamos que no existe límite en 
1 . 


□ 4.2 FUNCIOISiES CONTIIMUAS 

La idea de función continua es un tema central de la topología (estudio de las propieda- 
des intrínsecas de las confíguraciones espaciales). Si una fimción /: I -* R es una curva o 
una recta que no se rompe en ningún punto de /, diremos que /es continua en /. Si se rompe 
en un punto jc 0 e I , diremos que /es discontinua en x 0 . 
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Defmición I La fiinción f :Dj- -> R es cootnua ea ei punto x 0 , con x 0 eDf, sí y 
sólo sí para todo e > 0, existe ua ¿> > 0 , tal que: 

xe Df a < S ímplica i/(x)-< e 


DEFINICIÓN SIMBÓLKA- 

La fimción/es continua en 


{V/ > >D), tái que: 


: eDj a <é » .t/(x)-/(x 0 )| < £• , 


Definición 2 La fuación f\Df-*lR <s caafinRa en el püJjgfNa© e Dj sí, y sólo sí se 
cumpten ias 3 eeeaftSñCN^^tes: 


1) Sí /(xq ) Existe Esto quiere decir dos cosas 


1°) x 0 eDf 
2 °) f(xQ)e R 


2) Sí lim f(x) Existe Ecdecir tim f{x) = fim f(x) 

X-*Xq _ X-*Xq X->Xq 


3) Sí lim f(x) = f(x 0 ) Eato quiere decir que f(x 0 ) coincide con el límite. 

X-+XQ 


Sí una o más de estas trec eondiciones no se cumplen para x 0 , entonces se oice que 
f (x) es DKCONTINUA KN JCg . 
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IDEA INTümVA DE LA CONTINUIDAD Y DISCÓNTINUIDAD: Decir que una fimción /:7->iR es 
continua en /, intuitivamente implica que el gráfico de la fimción es ininterrumpido. Es de- 
cir la fimción no tiene SALTOS o ROTURAS en ningún punto de su dominio. Ver fíg. 1. 

Decir que una fimción es discontinua en un punto x$ e Dj , intuitivamente quiere decir, que 

la gráfíca de la fimción tiene un “salto” o “rotura” en jc 0 . Ver fíg. 2 



□ 4.3 PROPOSICIOISiES BÁSICAS PARA IDENTIFICAR FÁCIIMENTE 
LA CONTINUIDAD O DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCIÓN. 


Todas las fimciones polinómicasde grado n. 

f{x)-b n x n +b n _¡x n+l +... + b i x + b 09 b n * 0; son continuas éntodo 
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Análisis Maiemático I 


|PB0P0S1CT)N2 1 Las ftmciones racionales f(x) - son discontinuas en los valores 
reales de x que anulan el denominador. 

Esto es, /(x) = ^^ es discontinua en todo xe R , tal que, Q( jc) = 0 . 


Ejemplos reiaüvos a la proposición 1. 

/W = 5 Es 

/(x) = 2xr + 5 Es 

/(x)=4x 2 -2x+3 Es 

/ (x) = x 3 - 2 Es 


Es continua en todo jc € ^ 
Es continua en todo jc e 

Es continua en todo jc g iR 


Es continua en todo xe R 


f (x) = b n x n +b^ x x n “ l +..,+b x x + b 0 Escontinuaentodo xe R 


Ejemplos relatlvos a la proposición 2. 

/(jc) = - es discontinua en jc = 0; porque / no está deftnido en “0”. Además 

lim / = +C30 y lim / = -oo . 
x->x + x-+0~ 

x>0- x<0 . 

/W“77l es discontiniia en jc = -1; porque / no está definida en -U Además 

lim / = +oo y lim / = -oo. 
x-+-i + x->~r 

■ _ 2 _ 

f (jc) = e x+2 es discontinua en jc =-2 , porque / no está defínida en -2. Además 

lim / = +oo y lim / = 0 . 


= x-2 


x*2 En este caso/está definido én 2, porque /(2) 7 = 0. Pero no es 


continua en 2, porque lim / = 4 y /(2) = 0, son diferentes. 
0 , x = 2 a :->2 


= es discontinua en jc = ±3, pórque/mo esta aefinida en x = 3 y no está de- 


x -9 


fínido en jc = -3. 


f ( x ) = r—r es discontinuo en jc = 0 ; porque / no está definida en x = 0 . 
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Nota: Estudiar la continuidad de una fiinción / (jc) en un punto jc 0 tiene objeto, 

sólo cuando /(jc) está definido en x 0 . 


□ 4.4 PROBLEMA8 REUTIVOS A ÜMITES LATERALES 

4.4.1. FUNCIONES ALGEBRAICAS 

En cada una de las siguientes funciones estudiar los límites laterales en cada uno de los pun- 
tos fróntera de su dominio. 


t) /(*) = 


—x 4* 2 , jr > 2 
( x-2 ) 2 , x<2 


En esta función, nos interesa estudiar en x = 2. 


Veamos : 

a) lim /( jc) = lim (~jc + 2) = -2 + 2 = 0 

x -> 2 + x ->2 

x >2 


b) lim f(x)= lim(x-2) 2 =(2-2) 2 =0 
jc -> 2 “ x ->2 

x<2 


Como los límites laterales en jc = 2 existen y 
son iguales, afirmamos que “existe límite de 
/(jc) en jc = 2 yseescribe lim /( jc) = 0”. 

x ->2 


2) g(x) = 


x -1, jc >2 
2, jc < 2 



En esta fimción nos interesa estudiar límites laterales en jc = 2. 
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Análisis Matemático I 


Veamos: 

a) Límite por la derecha de x = 2: 

Unnúmeropor laderechade2 ca€enel intervalo x>2, por lotanto: 

\im g(x) = lim (x 3 -1) = 2 3 -1 = 7 
x->T \, x->2 

x>2 

b) Lfmite por la izquierda de jc = 2: 

Unnúmero por la izquierda de 2 cae en el intervalo x<2, por lo tanto: 

lim g(x)= lim (2) = 2. En este caso afírmamos: Ios límites laterales existen y son 
x ~* 2 % x<2 diferentes y por tanto, no existe límite en x = 2. 



yW-1 

8 

/ 

7 

- 

6 


4 


y=2 2 

—[ • 


2 4 6 




I x-,- 5<x<0 

3 ) f(x) = | 

lí> 0<x <2 

Én esta función interesa e|tudiar lími- 
tes laterales en x = 0, x =-5, x = 2. 



a) Límite por la derecha de W 0 W : 

Un número por la derecha de u 0” cae en el intervalo 0 < x < 2 , por lo tanto: 
lim f(x) = lim (^) = -L = +co 

„ vn+ r— ±Ü' X ' +U 


En consecuencia no existe límite por la derecha de “0”, porque +oo no es número real. 
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Futiciones Continuas 


b) Lfmite por la izquierda de “0”: 

Un número por la izquierda de “0” cae en el intervalo -5 < x < 0, luego: 

lim / (x) = lim (x) = 0, este resultado indica que existe límite por la izquierda de “0”. 
x-> 0 “ *-»o 

x<0 

Sin embargo, / (x) no tiene límite en x = 0 . 


c) Limite por la derecha de “5”: 

lim f(x) = lim (x) = -5 , este resultado indica qüe existe límite por la derecha de 5. 

x-*~5 + x>-5 


d) Límite por la izquierda de “2”: 

iim f(x) = lim / = lim - = \, este resultado indica que existe límite por la izquierda 
x->2~ >x<2 x->2 x 1 

de 2. 


x + 5 , jc < 2 

4) gW = , ~J x + f ’ 2áx<4 

' ±x 2 -2x+2 , x>\ 

En g(x) estudiarémos límites lateralés en xq= 2 y x¡ = 4. 


a) Límites laterales en Xq=2: 

í) lirii £(x)= lim(-fx+^) = ^+^ = 4 

*_>2 + jc->2 v 5 5 D ^ 5 

• '> x>2 • 

ií) lim g(x) = lim (jc +5) = 2 + 5 = 7 

x->2~ x->2 

x<2 

Luego g(x) no tiene límite en x 0 = 2 ; porque los límites laterales en 2 existen pero son 
diferentes. 


b) Límites laterales en jcj = 4: 

0 lim g(x) = lim ( jx 2 - 2x + 2 ) = -2 
x->4 + x-+4 V4 / 

x>2 
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Analisis Móiemático I 


ii ) lim g(x)= lim (-■fx+^) = -2 

x^4- x->4\ 5 5 > 

x<4 


Eñ consecuencia existe límite en x } -4, porque los límites laterales en 4 existen y son 

iguales. ... . _ . . _ . ■, ■ ; . - 



y-\x 2 - 2*+2 


4.4.2 LÍMITES LATERALES EN FUNCIONES CON VALOR ABSOLUTO. 


5) Sea la función f(x) = ~, x * 0. Estudiar los límites laterales en x = 0 . 
Solución: 

Voy a resolver este ejercicio de dos maneras. 
ler. Método: Defmiendo el valor absoluto. 


Veamos: 


- , x > 0 

X 

, x<0 

1 , x > 0 
-1 , x < 0 


Ahora, ya podemos calcular límites laterales en x = 0. 


/j lim /(x) = lim (1) = 1 
*->o + 

x>0 


ii) lim /(x)= lim(-l) = -l 

x->0~ *->0 

x<0 * 
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SUGERENCIA: E1 mejor método para estudiar funciones con valor absoluto, es 
definiendo el valor absoluto. 
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Enestafimcióndebemosestudiarlímiteslateralesen x = -l, x = 0x = 1. 

Antes de calcular Jímites latérales, se debe definir el valor absolutó que aparece en la 
función g(x ). 


Así: 



2 

\-x 

2 

l + x 


si x>0, x* 1 
si x<0, x*-l 


*(*) = 


2 

1-x 5 
2 

l + x 9 


0<x<l v x> 1 
x < —1 v — 1 < x < 0 


Lfmites laterales en x = -1: 

í) lim g(x)= iim T^- = ^r = +°o 

x->-l* *->-» l+x 40 

X>-1 
x+l>0 

/7) lim e(x) = lim = -%: = -oo 

X<-1 

x+l<0 


Lfmiteslateralesen x = I: | Lfmites laterales en x = 0: 

í) lim g(x) = lim 

x->l + / x-+\ 1 x 

X>1 

; / x-i>o 
l-x<0 


n) lim ,g(x) = lun 

x_»r x->l 1 x 

x<\ 
x-l<0 
l-x>0 
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= ~r — —oo . í) lim g(x) = lim = 2 

-° *-+0 + x>0 

= -L - -H» //) lim g(x) = Hm t ±- = 2 

+u v—^n a x 








1^2 __ + 61 

7) Dada la función f(xf= ~_y^ ' > **2 averiguar en que puntos conviene cálcular 

los límites laterales: 

Solución: 

Definir el valor absoluto: 


m= 


\x 2 -5x + 6\ _ 


, S Í X 1-5 X+ 6Z0 

— . , si x 2 -5x + 6<0 

x-2 


f(x) = 


U-2)(x-3) 

(x-2) 

Hx- 2)(*-3) 


, si (ac-2X-!c-3)S0 


, si (x- 2X*-3)<0 


/w= 


x-3 , si x(-oo,2)u[3,+oo) 
-(x-3) , si x e (2,3) 


Ahora podemos ver claramente los puntos donde debemos calcular límites laterales. Dichos 
puntos son: x = 2, x = 3. 

Lfmiteslateralesen x = 2: 


/) lim /(x) = lim [-(x-3)] = -(2-3) = 1 

x -> 2 + x -+2 i 

/ . x>2 • | 

ji) lim /(x)= lim (x-3) = 2-3 = -l <— 

x -> 2 ~ x -+2 

x <2 


/ lim / 

jc->2 


Límites laterales en x = 3: 


/) lim f(x)= lim(jt-3) = 3-3 = 0 

jc->3 + jc->3 

jc>3 


/7) lím f(x) = lim [-(jc~3)]=-(3-3) = 0 
x->3~ x-*3 

x<3 
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Por lo tanto, existe límite en jc = 3 y se 
escribe lim f(x) = 0. 



8) Dada la ñníción /(x) = > x *§- 

Diga usted si existe o no límite en x = |. Grafique /(x) 


t _ \x 2 — 2jr—15) 


9) Dada la función / (x )= — — , x * -3. 

¿Existe límite en x = -3 ? Grafique /(x) . 


10) Sea la fimción /(x) = -- sen , x * 0. Hallar los límites laterales en x = 0. 


Solución: 

z) Un número a la derecha de “0” es x = 0 + s , donde £ > 0, £—» 0. 


Entonces: 


lim 

*-> o + 1 *->0 0+í 


= lim ]iSHÍ =Um ^ = l 

e -*0 e í -+0 * 


/7) Un número a la izquierda de “0” es x = 0-£, donde e > 0, s->0 
Entonces: lim ' Se — ■ = lim ^ set v -- —■ 


|sen(-g)| _ |-seng| _ .. sen£ 


,. seng . 

= - hm-= -1 
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Funciones Continuas 



Donde 


-sens = sen^ 


sen(-f) = -séne 


Por lo tanto, no existe límite en x = 0. 


NOTA: 


Hay fimciones que parecerían que tiene límite, pero que al estudiarlas cuidadosamen- 
te por medio de los límites laterales, sucede que dicho límite no existe. 


Veamos el siguiente ejercicio: 


11) ¿Existe límite en x = 0, en la fimción f(x) = - ---- - ? 


Solución: 


x .. ... .. Jl-cos(0 + f) .. Jl-COSf .. Jl-COSf 

a) hm / (x) = lim - 77 :—r - 1 = lim **-= lim 

x _» 0 + *->0 sen(° + £ ) sene 


.. Jl - COS£ .. 1 1 

: lim ..j.— = lim = -j=r 

£-+Q 4 1 “ COS£* J 1 + COS£ ¿-»0 yl + COSf y¡2 


, v v r Jl-cosíO-f) r Jl - cos(-¿r) Jl — cos¿: 

b) lim /(x) = lim 77 T \ = lim —. = lim -- 

x _» 0 - *->-0 sen (°-«) ■ í ->0 sen (“ í ') e ->0 ~ sen£ 


.. Jl-COS^ 1 

= lim . . - y ==.. -7 .=. =-TF- 

£-»_0 - Jl - cos^ Jl + cos^ J2 


En consecuencia, / (jc) no tiene límite en jc = 0. 


12) Sea g(x) = , x*0. 


Evaluar lim g y lim g . 

*-»0 + jc-»0~ 
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13) Dada la fimción '/(x) = ~¿“» x*0. 

Evahiar: lim f(x) y lifn f(x) 

/ x->0 + x->0 + 

Solución: 

En prímer lugar, debo definir |x|: 


■/(*)“• 


, si x>0 


,six<0 

X 


f 0 , si x > 0 
1 2 , si x<0 


Luego: a) lim /(jc)= lim(0) = 0-- 

*-> 0 + *->0 
x>0 


b) lim /(x)= lim (2) = 2 — 
x->o~ x-*o 

*<o 


=> X lim f(x) 

x-*0 


E1 gráfico es: 


<>4 

II 

9 


; 

II 

o 


0 


14) Si /(*) = ^rsi, **0.Hallar lim / a lim / 

' x 5|;r| jc-» 0 + x-»0“ 

Solución: 2 y ■£.. 


15) Sea f(x) - 


X-2K , x>0 
ssaM , x< o 


Halíar los valores de K y A, si se sabe que lifli f(x) = 4, lim f(x) = )¡ 


Solución: K = -2, A = \ 
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4.4.3 LÍMITES LATERALES EN LAS FUIVGIONES MÁXIMO ENTERO Y SIGNO DE X 

Cada vez que se tenga a la vista alguna fiinción con máximo entero o signo de jc, lo primero 
que el lector deberá pensar es: en definir el máximo entero y el signo de jc. 

Defintción 1. La fimción Máximo entero, está definido por: 

/W = W, xe JR. 

La notación: [•! expresa un número entero k, siempre que k < • < k + 1 


Esto es: 




k£x<k+í 


keZ 


16) Ejemplos: 


1. 

[l-2xJ = A <=> 

k<\-2x<k+\ , 

keZ 


<=> 

2 ■ * “ 2 

k eZ 

2. 

= <=» 

k < -~— -- <k + \ , 

keZ , jc*Q 


1 * J 

x V 


3. 

yjx-lxi =-\ lx-k 

<=> k<x<k +1 

, x-k> 0 


4. j = j c=> k<x-l<k + l , keZ ,k*0 

k+\<x<k 

5. —= —^-r c=> k<x<k +1 , keZ , x*k 

X-Ixj x-k 

, keZ , |jc) A: 

, jc>0 , ke Z , x 
, jc<0 , xeZ , x*-k 


6 . 


x _ 2x 
X-Íxj \x\-k 


k<x<k +1 


, k<x<k+\ 
x-k 9 


2x 


-x-k 


, k<x<k +1 
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17) Ejemplos: 

1 

1. senflx| - !) = • 0 
-1 



|x| - 1 > 0 
1*1 -1 = 0 
|jc| - 1 < 0 

JC < —1 V X>1 
x~-\ V X = 1 

1<X<-1 
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Funciones Continuas 


PROBLEMAS 


18) Sí f(x) = x- [*J hallar lim f(x) y lim /(x),donde KeZ. 

x-*K + x-*K~ 

/ • ; ■' ■ ; . ' ' ' 

Solución: 

a) lim (x-tjc])= lim (x-K) = K-K = Q 
x-+K + 

x>K 


b) lim (x-[x])= lim (jc -(AT~í)) = K-(K-l) = K-K + \ = l 

x->K~ x->K __ 

x<K - 


X~1 , SÍ 1<X<2 
/(x) = x~|[x] = v x-0 , si 0<X<1 
jt+1 , si -1 < x <0 


>’=JC+1 

H 

II- 

yfx-V 

1 ' t 

....... 

„.L. „ 

¡y 

/ 1 / 

-í 

0 

1 2 


19) Estudiar los límites laterales en la fimción g(x) = [2-5x] 
Solución: 

En primer íugar, definamos la fimción g(x) para ” 

cada número entero K. 

Veamos: 

g(x) = [2-5x] = ^ c=> k<2-5x<K + \ 

<=> A:-2<-5x<A: + l-2 
c=> £-2<-5jc<ü:-1 

5-5 


g(x) = |[2-5x] = - 


-i : 

1 <X <1 
’ 5 

o . 

<N| 

VI 

X 

V 

í, 

, 0<x<| 
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Como vemos la fimción g(x) = [2- 5xj ño tiene límites en todos los puntos de la for- 
ma: - ^ -■ 1 , donde K e Z . 

Pues lim [2-5x1 = K ' lim [2-5x1 = # + 1 

Í-K + \\ + ( -K + l\~ 

x ^{—j x A—t 

20) Estudiar los límites laterales en la fimción /(x) = [2-3x1 -2'x . 

21) Estudiar los límites laterales en lafimcióñ /(x) = [l-2xj-f Vx . 

22) ¿Paraqué valoresreales enlafimción f (x) = V*“M >noexiste límite? 

Solución: 

En primer lugar, debo definir la fimción [xl que aparece dentro de la raíz cuadrada para 
cada entero K. 

Veamos : -—- 

\Jx-2 , si 2 <x <3 

yfx-l , si 1 <x<2 

/(x) = jx-lxj = < yjx — 0 , si 0 < X < 1 { f { { 1 

,- -10 12 3 

Jx-(-l) ,si-l<x<0 


r 

mn 

-1 0 

1 2 3 


Los limites latérales para cada, K e Z, son: 
a) lim Jx-fx 1 = lim fx-K = lim fx-K = \fK-K = 0 

JC>£ 

k<jc 


b) lim V JC ”M= : lim fx-(K- 1) = lim fx-(K-\) 

x^fT X ~* K 

x<K 

K-\<x<K 


= Jk^k- i)=>/í = i 
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Funciones Continuas 


Como vemos, lós límítes laterales para cada K e Z soñ diferentes. En consecuencia ño 
existe límite para todo K elu . 

23) Estudiar los Ifmites laterales en la fimción /(x) = 


Vearfios : 

1° Eldominiode /(x)'= es R ~{M = 0} , donde: |xj = 0 


0<x<l 




Donde: 


, si -2 < jt< -1 
. -1 , si -1<jc<0 
1 , si 1 < jc < 2 
4 j Si 2<JC<3 




-5 -4 -3 -2 -1 




1 2 3 4 5 6 


j , SÍ 3<JC<4 


2° Los límites laterales^on: 

a) lim = ± 

'W x-*l K K 

x>K 

K<x<K + l 


b) lim 77 í= lim 


x-+K~ B 
x<K 

K-\Zx<K 


1 = 1 
K-\ K-\ 


Donde: K e-Z, con K * 0 y K * 1. 


24) Estudiar los límites laterales en la fiinción f(x) = -J-— 
Veamos : 

1° Dominiode /( x): jceDom(/) <=> xe iR-{*-|[*I = 0} 

<=> xe(R- Z) 

Résolviendo la ecuación: x - |[jcJ = 0 

a: = |xJ 

i ■ 

Donde: jt = <=> k<x<K + l,KeZ 
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Ánálisis Matemático I 


2° Lés Mmites faiternies son: 


Um *—Um 

x~*K + x |JCl x-+K 
x>K x>K 

K<x<K +1 x-K>0 


'JZJ' = + 06 Si x> K, entonces 


porque K<x<K + \ => [xj = K 


b) Um —Vl = Um — -vLW - 

*-tr *-«*» x^K 

. x<K x<K 

K-Hx<K x-K< 0 


=~¡ C-í) ~ 1 ~ 1 ^i x<K, entonces 


\x\=K-\ porque 
K-\¿x<K => w = a:-i 



25) Estudiar los Hmites laterales en la función f(x) = |[jcJ + fx- [xj 

26) Estudiar los límites laterales en la función f (x)= 1*1+1-*! 

27) Estudiar los límites laterales en la función f(x) = -Jx+lxj 

28) Estudiar los límites laterales en la fiinción /(*) = fx-2| -* 

29) Estudiar los limrtes laterales en la fimción /{*) = x - [x] 


30) Estudiar los límites laterales en la fitnción f(x) = |x| - [*] 
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Funcúmes Contínuas 


O 4.5 PSOBLEMAS SOBRE CONTIMJIDAO DE FUNCIONES 


31) Determinar en qué puntos la función f(x) es continúa o discontinua, si se sabe gue: 

2*+3,si*Sl 
8-3* , si l<x<2 
*+3 , si xt2 

Solución: 

Estadiemos ea *<=i: 

i) /(l) = 2(l)+3 = 5e* 

ii) lim / (x) = lim (8-3 jc) = 8-3(1) = 5 

x-*l + *-+l 

X>1 

Um /(*)= lim(2if+3) = 2(l)+3 = 5 
x-*r *->i 

X<1 

Entonces existe límite en x = l. 




«0 


lim /(*) = /(1) . 


5 5 


Porlotanto, f(x) es continua en: x = 1 


Estodiemos en x = 2: 
i> f(2) = 2+3 = 5e JR 


ü) lán /(x) = lún(x+3) = 2+3 = 5 

x-+2 + *-+2 

x>2 

Ika f(x) = iim (8 - 3x) = 8 -3(2) = 2 

x-+2” *-*? 

x<2 


En consecuencia, no existe límite en x = 2, por lo tanto no hay continuidad en diche punto. 
Además,/escontinuaen <-oo,2)<-;(2,+qo) . 
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De manera similar, resolver los siguientes problemas: 


2*2-^ , q < x <£ 


32) Iñvestigar la continuidad en la ftmción: g(x) = - 0 , x = 

¿>1 

Solución: g(jc) es continua en jc = \ y todo J?. 2 |ar 2 


Hrl-X*2 

x 2 -4 ’ 

33) /*x)=| 3 , x=2 


;X*2,X#-2¡ ÍC5*-4 


1 |^+ 2yjx-sgn(x-l),x > 1 


1 5,x=-2 

R. /í es corrtinua en x = 2, 

lim /i(x) = +oo , Iim /j(jí) fe -có 


/W- 


_( 2(^-0 .« 


x-»-2 + 


34) /(x) = 


-2V-X-1-3 


,-2<x<l 
,x=»*2 
,x < -2 


x 2 *senl 




R. escontinuaen x=í , x = -2 . 
Graficár /(x); 


R. /és continüa en x =D. 


f |*|., si |x|>r 
38) - ^"Ü-Í , sí (x|<> 


35) /(x) = <¡ 2' 


xl , láx<2 
3 , x = 2 


|2x- s gn(g^),x>2 
Grafícar/. 

R. /no es continua en jc = 1 , es conti- 
nuá en x = 2 . 


•2-~ , jc<0 
x H 

2 V jc = 0 

36) /(x) = | 5 _X 0t<x<2 


R. |4o es cxmtiñúa eñ ~I, no es Gontmua 
en jc = 1. 


: |x-l| , (x-lfS-2 

39) / (jc) = 4 , ? 

} [3--|(x-l) 2 , |x-l| > 2 


¿Es/ continua en: x = -1,1,3. Graficar 


/(*)? 


40) /(x ) 1 


3X 2 -8x + 4 


, x>2 


_I£^L_ + | ( | X -2|<2 
(x-2) 2 -4 , |x-2(> 2 


R. /es continua en jc = 2, 
no es continua en jc = 0. 


¡ ¿Es /cóntiiMa en jc =? 0 ? ¿en x = 43F 
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41 y Hallar el valor de K que hacen qüe la función f(x) = 


3x + 4 , x < 4 
Ajc~1 , jc>4 


séacontinuaentodo xe R . 
0 /(4) = 3(4) + 7 = 19 


/7) Para que f(x) sea continua en x = 4, debe cumplirse que los límites laterales en 
jc = 4 sean iguales. 

lim f(x)= lim f(x) 
x->4 + x->4 

'-y-' ^' 

lim (Ajc- 1)= lim (3x +1) 

jc-> 4 x->4 

jc>4 jc<4 

tf(4)-l = 3(4) + 7 

4K-\ = \2 + l <===> 4A: = 20 <=> j: = s 
42) Hallar el valor de la constante A^qüe hacen que la función: 


/<*)= 


Kx-\ , x<2 


Kx z , x>2 seacontinuaen todo xe 1R. 


Solución: K = —| 


43) Hallar los valores de las constantes c y k que hacen que la función 
jc , jc < 1 

f(x) = ' dx+k , 1 <jc <4 sea continua en todo xe M. 

-2x , x>4 

Solución: 

Como la fimción / (jc) esfá defmida en jc = 1 y en jc = 4, entonces los límites en jc = 1 y en 
jc = 4 deberán ser iguales. 

' 1 En jc = 5 deberá cumplirse que: 

En jc = 1 deberá cumplirse que: 

lim /(x)= lim f(x) lim f(x)= lim f(x) 

x->l + x-+l~ N x-*4~ 

(1).c(l) + /t = l • (2)..-2(4) = c(4 )+k 
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ArtáUsis Matemático I 


Ahora resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2): 


(1) ÍC(l) + tf-=l por-1 -+ í C + K = 1 

(2) 1 -2(4) = C(4) + í: [4C + A- = -8 


Reemplazando (3) en (1): -3 + K = 1 


-C-K = -1 
4C + AT = -8 

3C =-9 
I C = -3 


44) Hallar los valores de las constantes C y K que hacen que la fimción: 
x+2C , x<-2 

/(jc) = - 3Cx + K , -2<x<\ seacontinuaentodo xelR. 

3x-2K , x>l 

Solución: 

Como f(x) está definida en x=2 y en x = 1, entonces los límites latérales, tanto en -2 
como en 1 deberán ser iguales. 


En x = -2 deberá cumplirse que: 
lim /(x)= lim /(x) 

x->-2 + x->-2~ 

3C(-2) + K = -2+2C ...... (1) 


En x = 1 deberá cumplirse que: 
lim f(x) = lim f(x) 


3(\)-2K = 3C(\)+K ..(2) 


Ahora, resolvamos el sistema de ecuaciones (1) y (2): 


(1) Í3C(-2)+A- = -2+2C 

(2) \ 3(\)-2K = 3C(\) + K 

í -6C + K = -2+2C 

{ 3-2K = 3C+K 

f -8C + K = -2 
1 - 3C - 3k = -3 —> Dividir por 3 


-8C+A = -2 
-C-K = -1 , 
-9C = -3 


(4) en (3): - j-A = -l 


-K = -!+{ 


-A = -| <=> K = | 
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Funciones Continuas 




45) Determinar los valores de A y B para que ia fimción: 

“2senjc , x<~ 

/(jc)=x /ísenjc-i-B , ~<x<^ seacontinuaentodo xelR. 


cosjc , jc> & 


Solución: 

La función / (jc) está definida en jc = ~ y x = &, lo que falta es que los lünites laterales 
sean igüales: 


En: x = f 


lim / (x) - lim /(x) 

X-+-J .. X-*-j 

/4sen(-f j + /? = -2sen(-f j 

/4^-senf + 5= -2^-senf j 
-/4 + 5 = 2.(1) 

Ahora, resolvamos el sistema de ecuaciones: 


En: x = f 


iim • /(x) = Iim /(x) 

X-»f + ' X-+4" 


cosf = /4senf+5 


0 = /4 + 5 


f /4 + 5 = 0 .... 

.(1) 

[-/4 + 5 = 2 .... 

....- (2) 

25 = 2 


5 = 1 .... 

..... (3) 


(3) én (1): -/4 + 1 = 2 => /4 = -l 
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Análisis Matemático I 


PROBLEMAS PROPUESTOS 


•1 Supongamos que la gráfica de una fim- 
ción f(x) sea la siguiente. * 



R.: a) -4 ; b) -4 ; c) Si, porque los Jfmi- 
tes laterales existen y son iguales, se es- 
cribe lim f(x) = 4 ; d) Si, porque 

x->-4 

/(-4) = -2; e) -1, f) 2 ; g) ,No, porque 
los límites laterales existen, pero son di- 
ferentes; h) Si, porque /(-2)=1; i)+oo; 

j)-oo; k) No, porque x = 3 no tiene su 
pareja (imagen); 1)2. 


K Dada la siguiente función: 


Sólo mirando la gráfica de la fiinción 
/(x), hallar: 

a) lim f(x) b) linr f(x) 


-2x-l2 


f(x) = ' 


, -6<x<-4 
x = -4 


|(x + 4) 2 -4 , -4 <x <-2 


, x = ~2 
, -2<jc<3 


-4t+2 

x-3 


c) ¿Existé límite de /(x) en x = -4. 

d) ¿ f (x) está definida en x = -4 ? 

e) lim f(x) f) lim f(x) 

x->-2~ x->-2 + 

g) ¿existe lim f(x)1 

x->-2 

h) ¿ f(x) esftá defínida en x = -2 ? 

i) lim f(x) j) lim f(x) 

x-±y *x->3 + 

k) ¿ f(x) está definido en x = 3 7 

l) hm f(x) 


haga todos los cálculos y responda todas 
las preguntas que se plantean en el pro- 
blema 1). * 

Las respuestas son las mismas. 


03 Calcular lim 

+ -»+00 


04 Calcular lim (yx 2 +3jc + 1 -x) 


R. '. | 
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Funciones Continuas 


05 Hallar lim (x+<lx* + 2x) 

X->-CO 

R.: -1 


. 4x-l ,, . 4í 2 +3jc 

si ~—<f(x) < -j— 

. * ; v , 

para todo x > 5 . 


06 lim [V3 jc 2 +8jc + 6-V3^ 2 +3jc + 1] 


R.: ""- 
2 V3 ■ 


10 Explique por qué la fimción es disconti- 
nua en el punto dado. Bosqueje la gráfi- 


07 Determinar las asíntotas horizontales y 
verticales de cada curva. 

a) y = 

7 7 jc + 4 


a) /(x) = Ln|x-2| , x = 2 


b ) ■ *>■-» 


b) y=^ - 

x 2 +3x-10 


x L - 2x - 8 . . 

^ v - a — , si jc*4 

C) /(*) = { *~ 4 

3 , si x = 4 

x = 4 


R.: a) y = l , x = -4 

b) x = 2 , x = -5 

c) y = ± 1 

08 Halle una fórmula para una fimción / 
que satisfaga: 

lim /(x) = 0 , lim /(x) = -oo, 
jc->±oo jc->0 

/(2) = 0 , lim f(x) = +co , 
x-+3~ 

lim f(x) = - oo 
*->3 + 

. (2 -*) 

xv« * _ . 

x 2 (x-3) 


09 Determinar lim f(x) 

X-++O 0 


R.: a) /(2) no está defmido. 

b) /(-1) no está deñnido. 

c) lim / (x) * /(4) 

jc->4 

11 La fuerza gravitacional ejercida por la 
Tierra sobre una masa unitaria a una dis- 
tancia r del centro del planeta es: 


F(r) = 


Qff- , si r<R 


’-f- , si r'kR 


donde M es la masa de la Tierra, R su 
radio y G es la constante gravitacional. 
¿F es una fimción continua de r? 


R.: Si porque lim F(r) 

r-+R r L 
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12 ¿Para qué valores de x es continua/? 

{ 0 , si x esracional 
1 , si x es írracional 

R.: Ninguna. 

13 Defmiciótu- La pendiente de una recta 
que es tangente a la gráfíca de una fiin- 
ción /(jc) en un punto (a,f(a)) es el 

límite liia mzm . 

*->a x ~ a 

Hallar la pendiente de la recta tangente 
en el punto que se indica, además, hallar 
Ia ecuación de la recta. 

■ A -:/...' .. ■ ; 

a) f(x) = l-2x-3x 2 , (-2,-7) 
b) f(x) = ± , (1,1) 

y/x 

‘1 /W-¿- . (-2.i) 

<0 /<*) rfj , x = 0 
e) 

f) /(x) = l + x + x 2 , x = a 


14 VELOCIDAD 

Supongamos que la fimción 5 = /(ó es 
el desplazamiento (distancia dirigible) 
de un objeto respecto al origen, en el 
instante “f\ La velocidad (o velocidad 
instantánea) v(a) en el instante J~a, 
es el siguiente límite: 


v(a)= lim 
h-+ 6 


h 


Problemas: 

a) Se lanza una pelota hacia el aire con una 
velocidad de 40pies/s, su alturá (en 
pies) después de t segundos se expresa 
con: 

/(0=40r-l6/ 2 

Encuentre la velocidad cuando t = 2. 

R: -24 pies/seg. 

b) La ecuación del movimiento: 

S - 4r 3 + 6t + 2 

denota el desplazamiento (en metros) de 
una partícula qüe se inueve en línea re- 
cta. 

En dicha expresión, t se mide en segun- 
dos. Encuentre la velocidad de la partí- 
cula en los instantes. 

/ = a , / = í, í = 2 y í=3 

■ •» 

R: 12a 2 +6 , 18m/s 

54m/s , 114 m/s 
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Definición: Si x 0 es un punto que pertenece al dominio de/en el cual/no es continua, en- 
toncesdecimosque/esdiscontinuaen x 0 oque/tieneunadiscontinuidaden x 0 . 


Clases de discontinuidad : 

Hay dos clases de discontinuidad: 


I) Diremos que la función/ tiene una discontinuidad de PRIMERA CLASE en x 0 eDf si 
ocurre cualquiera de los dos casos: . 



f(x 0 )e R 

Existen los límites en x 0 
son diferentes, esto es: 
lim / * lim 

X~+Xq X~>X^ 


y 


Cuando ocurre éste caso, se dice que la función /(x) tiene una DISCONTINUIDAD FINI- 
TA en x = x 0 . 


En la función: 

x+1 , 0<x<2 

4 , x = 2 

- 1 ( x - 2) 2 +6 , x>2 

Se tiene: 

1° /(2) = 4 

2° lim / (jc) = 6 , lim f(x) = 3 

x-^>2+ x—>2 

No existe límité en x = 2. Por eso 
f(x) no es continua en x = 2. 
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1°/(*0)6 2R 

CasoB ' 2° lim / = lim / a lim f*f(x 0 ) 

X-±Xq X->X¿ X->Xq 

En este caso la discontinuidad es EVITABLE (re- 
movible o salvable) y se consigue la CONTINUI- 
BADhaciéndo: /(jc 0 )= lim f(x). 

x ">Xq 

Cuando ocurre este tipo de discontinuidad, se di- 
ce, que la íunción f(x) tiene una DISCONTINUI- 
DAD DE PUNTO FALTANTE. 

II) Decimos que la función f tiene una discontinui- 
dad de segunda clase en x 0 e Dj , ,si no exis- 

ten límites láterales en x 0 . 

Es decir: lim / = ±oo v. lim = ±oo 

Xr+X¿ 

Cuando ocurre éste caso, se dice también, que 
f(x) tiene DISCONTINUIDAD INFINITA en 

x = x 0 . 
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EJEMPLOS 



(6) Dadas las funciones /(*) = x-Ixl y g(x) = -/x-fxj. Se tiene qne ambos f(x) y 
g(x) son discontinuas en cada número entero. Son de discontinuidad finita. Los lími- 
tes laterales en cada número entero es 0 y 1 respectivamente. Graficarlos. 


(?) Dada la fimción f(x) =ix}+y[x-íxl. Se tiene que f(x) es contmua en todo M. 
Graficar /. 

(§) Las fimciones seno, coseno y ía exponetscial simpie son funciones continuas en todo 

m. 
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h:R-*IR + 

/W = 

smx 

gW- 

= COSJC 

*é«) 

= e x 






r 

~v ? 1 


~\ . / 

> : r 


h. 


", V_ 

V/ 

•W 

-1 


/ 








Porqüe las funciones seno y coseno son continuas en todo 1R y son periódicas de perio- 
do 2n, se aplica én SERIES DE FOURIER, tema de gran importancia en matemáticas. 

La función exponencial simple es continua en todo IR, es creciente en todo IR , es posi- 
tiva para todo x e Bt, es de clase C 00 (todas sus derivadas son continuas). 


PROBLEMAS PROPUESTOS^ 


Estudiar la continuidad de las siguientes funciones: 

2 , si jc < 2 
jc-1 , si 2 <jc<3 

3 , sí x = 3 
5-jc , 3<jc<4 
—— , x>4 

x-4 . / 


1) Sea la función: f(x) = 


a) Representar gráficamente. 

t^ Estudiar, la existencia de los límites: lim /<jc), lim f (x), lim f(x) 

x->2 x->3 x-+4 

c) Estudiar los puntos de discontinuidad y graficarlos. 

2) Dada / (jc) = X+ X ¿ nx ■> hallar su dominio y los puntos de discontinuidad, Graficar. 

3) Dada Ía función f(x) = 0.08(fjcJ +1), estudiar su discontinuidad y graficar. 

4) Dada la función /(x) = |^- J + 0.0l( jc-12|-¡|]), estudiar su discontinuidad y grafi- 
car. 
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Determinar los valores de “jr” para los cuales las siguientes fimciones son discontinuas. 


5) 

/»/ \ 3x +5 

/(*)= 2 , , 
x +4x + 4 


x = -2 

6) 

f(x)= (x - 1)2 

(x — 1) (x 2 - 4x + 5) 

Rpta 

x = l 

7) 


Rpta.: 

Dom(f) = x e ( - oo, - 1 ] u (l,+oo) 

En x = 1 es discontiñua. 

8) 

/W= 3 2 

X -x +x 

Rpta.: 

x = 0 

9) 

/W-log(^) 

Rpta.: 

x = 0, x = 2 

Dom(f) = <•- oo, 0> u (2, +») 

10) 

/(x) = log(2x—5) 

Rpta.: 

Dom(f) =xe (5/2, +<x>) 

Es discontinua en 5/2. 

11) 

/w/, 

Rpta.: 

x = 0 

12) 

r , x e x +2x 2 

Rpta.: 

x = 0 

13) 

/W'3^-2 

Rpta.: 

x = 0 

14) 

’ /(*) = ei 

Rpta.: 

x = 0 


ic\ o' rr \ * 2 +3x-10 

15) Si f(x)= . , x*2 

¿Qué valor deberá asignarse a /(x) para que /(*) sea continua en x = 2 ? 
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En los siguientes ejercicios estudie la continuidad de cada una de las funciones y diga a qué 
clase de discontinuidad pertenece hallando previamente los puntos de discontinuidad. Si la 
discontinuidad es removible, dar la definición apropiada para scr continua. Grafícar. 


16) f(x) = { x-3 


x 2 -7x + 12 


, x#3 


1 . x = 3 


17) f (x) = { x+1 




-2 , x = -l 


x + 2,-3 <x<-2 


1 o)ifx/||e) -X<x<0 
X 2 -2,0<x<4 


,, x f sen— , 0 

19) /(*) = *■’ 

[ 0,x=0 


20) /(*) = * + 3 


x + x - 6 


, x^—3 


1 , x = -3 


\x 2 - 4x + 3\ 3 

21) /W= 

5 , x = 3 


teorema; 


IGMIEMAS SOBRE CONTINLIIDAD EN UN PUNTO 


Sean las funciones f 9 g:A-+IR 


Sí las fanciones /(x) y g(x) son continuas en x 0 e A , entonces: 

I) (/ + g) es continua en x 0 . 

II) (/ - g) es continua en x 0 . 

III) fg es continua en x 0 . 


IV) Sí g(x 0 ), entonces ~ es continuaen x 0 . 


Demostración : 

Del 1) Porhipótesissetieneque f(x) escontinuaen x 0 ,entonces lim f(x) = /(x 0 ) 

x->x 0 

2) g(x) es continua en x 0 , entonces lim g(x) = g (x 0 ). 

*->*o 

3) Sabemosque lim (f + g)(x)= lim f(x)+ lim g(x) 

X~>JCo JC-»*b JC->Xo 

4) Reemplazando(l)y(2)en (3)tenemos: 

lim (/ + g)(x) = f(x 0 ) + g(x 0 ) 

= (/ + gX*0>> x 0 eD f+g 

Esto demuestra que f+g es continua en x 0 . 
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De II Queda como ejercicio ... 


De lII 5) Sabemos que: lim 


6) Reemplazando (1) y (2) en (5): lim (/gX*) = [/(*o)l [g(*o)l 

X-*Xq 


-(fg%X 0 ) , X 0 * D fg 


Esto demuestra que fg es continua en xq . 


lim f(x) 


DelV 7) Sabemosque lim | ~ |(jc) = *j^° por teorema del Íímite de un cóciene. 


8) Por(l)y(2): =^,¿(*o)*0 


= (s) ( * o) ’ x ° eD ¿ 


CONTINLIDAD DEIA COMPOSICIÓN DE DOS FUNCIONES 

TEOREMA4 Sean lasfunciones g:A-+lR y f :B-+]R donde g(A) c B. 

Si g es continua en x 0 e A y/es continua en g(x 0 ) e B, entonces fo g 
es contínua en x 0 . 
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Dado arbitrammente e > 0, debo probar que existe S> 0 talque: 
xeD/'g a implica, |(/>sX*)-(/°sX*b)l < £ • 


1) Pero K/ogX*)-(/«>gX^)l*l/teW)-/(^))|,pues (f°g)(x) = f(g(x)) 

2) Por hipótesis, setiene que: 

- a) /es continua en g(xq ), entonces 3 un d) > 0; tal que: 

(*) l/(*)-/(g(*p))l<g siempreque yeD f a 0<|,y-g(* 0 )|<¿i 

Como ye Df => 3 x € , tal que: y - g(x) 

Sustituyendo en (*) para y = g(x) resulta: 

3) l/(g(*»- f(g(x o »1 < e siempre que g(x) e Dj a 0 < |g(x) - g(*o )| <¿j 
Ahora^ ©1 problema consiste en “garantizar” si la désigualdad |g(x)-gC , c 0 )| < S¡ es 
verdadero V x e D g . 

Veamos : 

b) Por hipótesis tenemos que: 

g es continuaen x 0 , entoncesdadoun e t > 0, existeun ¿>0, talque: 
r -> |g(x)-g(x())| <fj siempreque xe D g a 0<|x-xq| <í 


Como e¡ es arbitrario podemos hacer e¡ =S¡ y así obtenemos que: 
•> |g(x)-g(x 0 )l <<5| siempreque xeD g a 0< |x-x 0 | <S 


5) Combinando (3) y (4) se tiene que: 

l/(gW)-/(g(*o))l <£ siempreque xeD fog aO<|x-x 0 |<¿ 

D f°g ={x!xeD g a g(x)eD f ) 
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Funciones Contmuas 


TEOREMA 5 Sea k fi inctfm 

.. Supengamosqnefescontinuaen x 0 eA y f(x$)>0. 

Eatonces existe m mnaero 8> 0 , tal que, f (x)>0 para todo* quesatisface |jct-jcq,| <8, 



1) Como/es continua en x 0 , entonces dado un ^>0, 
38>0, tal qué, |/(^)-^(^)| ^¿, Vjc que sátisfa- 
. ce: 

|x-JC 0 |<í 

V. ——v 1 * 

xeiXQ-ó'XQ+S) 


2) Como f(x$)> 0 (segon Mpótesis) y s es arbitrario y 
positivo, entcmces podemos escoger. 


3) Reemplacemos (*) en (1): 

<=> - f(xo)< /<*)-/<*o)< /(*o) 

<=? 0<-/(x><2/<x 0 ) 

=> 0</(x) <— Estosecumfrie 

Para todo x que satisface |jc— jc^jj < J , 

Corolario Si /(jcq)<0 => 36 >0, lal que /(x)<0 para todo x que satisface 
Ix-XolCíJ. 


Sugermda: 

Haga /(xq)< 0 <=> -/(xo)>0 y aplicar el teorema 5. 
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□ 4.7 TEOREMAS FUERTES SOBRE CONTINUIDAO 
EN UN INTERVALO CERRADO [a,b] 

Introducción: Hasta el momento, hemos estudiado la continuidad de una función en un pun- 
to. En los teoremas que estudiaremos a continuación, se exige para 'su validez, que las fun- 
ciones sean continuas en todo un intervalo cerrado [a,b\. Si la continuidad deja de cum- 
plirse en un sólo punto, las conclusiones pueden no ser ciertas. 


TEOREMA6 


(Teorema del valor medio) 


Sea / \a,b]-> !R. S1 /es continua en [a,b] y f(a)< 0< f(b), entonces existe algún 
xe(a,b), tal que /(x) = 0. 


Demostración: 

1) Definamos el conjunto A del siguiente modo: 

A = {xlxe[a,b] a /(x)<0 para xe[a,x]},xvaria, x<b. 

Evidentemente puestoquepor lomenos aeA. 

Por demostrarse que: Si a = sup A, entonces debe cumplirse /( a) = 0. 

Veamos : 

2) Sabemos por hipótesis que/es continua en todo x e [ a,b ]. 

3) Por hipótesis se tiéne que: f{a)< 0 a / es continua en “a” => existe un £ > 0, tal 
que, f(xf< 0 paratodo x quesatisface: a<x<a+S 

4) Por hipótesis tenemos: f(b) > 0 a / es continua en b, entonces por el teorema 5 
existe un 8 > 0, tal que, f(x) > 0 para todo x que satisface: 


b-S<x<b 
-S<x-b <0 


(0 


0 úb-x<8 

Donde “6” es una cota superior del conjunto A, pues: [a,b] = [a,x]<j[x,b] 

5) Pero todos los puntos “x” que satisfacen la desigualdad (i) son cotas superiores de 
A, por lo tanto, por el AXIOMA del SUPREMO, A TIENE SUPREMO, ya que está acotado 
superiormente. 
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6) Porlospasos(l),(3)y (4)llamemos a=supA donde a<a<b 

Í x<a,VxeA 

- - .. .... 

a - S < x < a < b (paso4) para algun x e A 

Ahora nos queda demostrar que f (a) = 0. (esto lo lograremos eliminando las posibili- 
dades f(a)< 0 y f(a)> 0). 

Veamos : 

7) Supongamos que f(a)< 0, por el COROLARIO DEL TEOREMA 5, existe un £>0 tal 

, I 2 ={a-S,a + S) 

Como a = sup A => B algún x Q eA, tal que, a-S<x$ <a , / =( a-S,a). 

Como I\ aJ 2 se cumple que f(x )<0 en todo xe[a,x 0 ]. Pero si es un número, 
tal que, a <x\ <a + S = / 3 c 1 2 , entonces / (x) <0 en todo jc e ]; puesto' que 
/ 3 c / 2 y en consecuencia X\ e A . 

Pero esto contradice a la proposieión p: '“a -supA” , ya que hemos encontrado un 
JC] e A , tal que, f(x) < 0, V jc e [j%,JC j] donde: jc 0 < a < X\ 
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que, 


f(x)<0 para a-S <x<a + S 
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Como vemos, en el intervalo (a,jcj] hay “muchos” elementos “jc”, tal que, / (x) < 0 , 
pero estos “x” ya no pertenecen al conjunto A, puesto que a = sup A. 

Luego la súposición de que f(a) <: 0, es falso. 


8 ) Ahora, supongamos que f(a) > 0, entonces por el teorema 5, existe un número 5 > 0 
tal que f(x) > 0 para todo jc que cumple: 

\x-a\<S <=> -S <x-a < 8 

<=> a- 8 <x<a + S (VerFig. 3) 

<=> xe(a- 8 ,a + S) = I 4 

Si a =sup>4 =0 3 algún jc 0 e A, tal que: a-S <jc 0 <a <==> xe(a-S,a)-I 5 


Como /5 c A => 



para todo x e [a, jc 0 ]. 


Pero / 5 c/ 4 ,entoncesdeberácumplirsequé f(x )>0 , V xe / 5 

(**) 

9) Como vemos, hay contradicciones (*) con (**). 

Pero esta contradicción ha ocurrido por la suposición 8 , luego la única posibilidad que 
queda, es que: / (a) = 0 . 

Antes de demostrar el TEOREMA 8 hagamos la demostración de im teorema preliminar. 


Si / es continua en “a” entonces existe un número S > 0, tal que / está 
acotado superiormente en el intervalo (a- 8,a + S ). 

Demostración : 

1) Como/escontinuaen“a” => lim f(x) = f(a), luego \fé> 0, 38>0 talque: 
\f(x)-f (a)\ < e siempre que \x-a\< 5 a xeD f . 


TEOREMA 7 


2) Como se s arbitrario,hagamos £-\, entonces en(1) tendremos: 

|/(jc)~/(a)| < 1 Siempreque: \x-a\<8 a x^Dj 



-\<f(x)-f(a)<\ a-S<x<a + S 

f(a)-\<f(x)<f(á)+\ xe(a-S,a + 8)nDj 

Como vemos / (x) está acotado superiormente por / (a) +\ y f(a) -1 
Vjc e(a-S,a + S). 
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Si / es continua en [a,b], entonces / está acotado superionnente, en 
[a,b]: Es decir existe algún número real N, tal qu e: f(x)<N, 
Vxe[a,¿]. 

Ver. Demostración en el libro Calculus Tomo I por M. Spivak. 

Si/es continua en [a,b] entonces existe aigún número en [a,b\, tal 
que: f(y) > /(*), V v e \a,b\. 

Este teorema se enuncia también, diciendo u Si/és continua en [a,b ], en- 
tonces/tiene un máximo en [a,b] ”. 

Ver. Demostración en el libro Calculus Tomo I por M. Spivak. 


EjEMPLOS 

1) Sea la fimción /:[-2,6]-> J? defmida 2) Sea la fimción g:<0,4]-> JR definida 
por: f(x)=3-±(x-2) 2 , cuyo gráfico es: P or g( x ) = 7 - cuyo gráfico es: 


Conjunto de 
cotas superiores 



Conjunto de 
cotas inferiores 



En ésta fimción tenemos: 


En esta función, se tiene: 

/) La fimción g(x) no está acotado supe- 
riormente, por tanto no tiene supremo. 


/) La menor de las cotas superiores es 0 La runcion g(x) no está ac 

/( 2 ) = 3, por lo tanto: riormente, por tanto no tiene 

SU P/( X ) -3 -/(2). L a fu nc ión g(x) está acotado inferior- 

ii) Como /(2) e Rango(/), entonces el mente, donde inf (g) = g(4) = |. 
máximo de / (x) es /(2) = 3 . 

iii) La mayor de las cotas inferiores es "') Además, mín(g) = g(4) = ^ 

/(-2) = 1 , entonces ínf (/) = 1 , 

iv) Como /(-2) = 1 e Rango /, entonces 
elmínimode f(x) es /(— 2 ) = 1 . 
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□ 4.8 COIMTINUIDAD UNIFORME 


Introduccién: An^Iiqemos el siguiente ejemplo, sea /: <0,1] -4 1R, definida por / (jc) = ~ . 


En esta función ocurre Io sigüiente: 


1. /es continua en cualquier punto de (0,1] = /. 

Por ejemplo, / es continua en x 0 = ~ pues: 

Dado arbitrariamente s>0, existe <?>0 tal quf 

l±-2¡<£. 


Búsqueda de 5 en términos de e 


i_2Í= i^£L 2 |x>4 A 


Acotemos: a) Porhipótesis < S 


b) Supongamos x-~ <S^j-S\ 


U-1 <1 

I 2P4 

d <X< A 

4 4 

4>l>f 
x 3 


(I) por (2) 


x —L JL < 
X 2 \x\ 


Por 2 : 2\x-í\^7 <U 

I 2 I \x\ 

Haciendo $S = s =>' 5 = y eligiendo 8 = mín| | 


Queda demostrada la existéncia de 8 , que depende de = - y V £ > 0, tal que |x-l|< S 
implica | J—21 <-g-. 
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Porejemplo: Si 

£=2, 

entonces 


Si 

£ = 1, 

entonces 


Si 

II 

© 

entonces 

S =T* 


De manera similar, podríamos encontrar, para cada número real x 0 e (0,1] y para todo 
e > 0, un 8 > 0 que depende de x 0 y e tal que |-x -%[ < 8 a x e I implica 

i 

Es decir / es continua en el intervalo <0,1], y su demostración radica en hallar S >0 que 
dependerá de cada punto x 0 , 0 < jc 0 < 1 para cualquier e > 0. 

Esto, es equivalente a la proposición siguiente: 

Para cada x 0 g <0,1] y V e > 0, 3 S(£,xq) tal que si: 

xe(x 0 -S,x 0 +8)nI => f(x)e(f(x 0 )-e,f(x 0 ) + £) 

Lo que hemos hecho aquí, es haber analizado LA CONTINUIDAD PUNTUAL /(x) = ^ pa- 
ra cada x 0 e (0,1]. 

Ahora, planteemos la validez de la siguiente proposición: 

__ Vx,ye(0,l] y V¿?>0, 3<5>0 entérminos 

de^talque \x-y\ <S \f(x)- f (y)\ <e 

En la fiinción f(x) = ~, xe (0,1], la proposición (P) no se cumple. 

Veamós: 

Supongamos que hemos encontrado un S > 0 tal que 0 < S < 1 y elegimos x = 5 , y = ~ 
Como f(x).=± , entonces f(S) = ^. /(f ) = j 
Entonces f/(x)-/O0| = = | 

Como la proposición (P) es verdadero Vr>0, en particular debe ser verdadero para 
e = 4. 
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Debería ser- : [/(x) - f (/)| < 4 = £• 


yno : \f(x)-f(y)\ > 4 = e 

Lo cual contradiee la validez de la proposición (P). 

Hemos demostrado que no es posible encontrar 5 >0 tal que |x-yj <8 ■=> | x - >| <£ 
sea cual fuera y e ( 0 , 1 ]. 

Nota: 

si es fijo, entonces se trata de una continuidad puntual. (es decir y = yo, 

f(yo)=j- con 0 <y 0 <l) 


¿Qué ha sucedido? 

¿Se diluyó la defmición puntual de continuidad? 

No, al contrario se ha “ampliado” la definición de continuidad puntual a contmuidad inter- 
válica de una manera muy refinada. De la continuidad en un punto fijo x 0 pasamos a anali- 
zar la continuidad en dos puntos muy cercanos “jc” e “y” que están variando dentro del in- 
tervalo ( 0 , 1 ]. 

Geométricamente, la proposición (P) nos dice: si “x” e están muy cerca entre sí 
(\x~y\ < S), entonces “/(*)” y están, también cerca entre sí 

(\f(x)-f(y)\ < c). 

Esto no ocurre con la fimción f(x) = ~ , cuando jc e (0,1]. 

Pues: si jc,y € (0,1] están muy cerca entre sí, implica que f(x) y f(y) están alejados en- 
tre si. 

Es decir: V jc,>; e (0,1], \x - y\ < S implica | / (x) - f(y)\ > s . 
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Definición: Sea la ñinción f :A-+ R 


Diremos que / es UNIFORMEMENTE CONTÍNUA en A ciiando Vf>0, 
3¿>>0 talque Vx 9 yeA a \x-y\ <5 => \f(x)-f(y)\ <£. 

Ejemplo 1. Sea la función /: <0,1] -» R , definida por / (x) - x 2 

. ‘ Probar que / (x) es uniformemente continua en <0,1]. 

Demostración: 

Aplicando la deflnición se tiene: 

V¿>0, 3£>0 talque Vx,ye(0,l] a \x-y\ <8 \x 2 -y 2 \ <e 

Busquemos 8en términos de e 

(existencia de S) 

1) Partimos de : | x 2 - y 2 1 

Setiene : \x-y\\x + y\ 

2) Acotemos: 

a) Porhipótesis : \x-y\<S ....... (2a) 

b) Para acotar : |x+^|, aplicar lahipótesis: 
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Anáttsis Matemático 1 


xe(0,l] => 0 < jc < 1 
ye.(0,l] => 0<,y<l 

0 <x+y£2 * 

•=> \x + y\ú2......... .... ( 2 b) 


3) Multiplicar (2a)por (2b)í (•or->»||x+>’| < 28 


4) Haciendo 2 S-e => = ¿ 

Hemos probado la existencia de Sen función de e, lo cual prueba que f(x) = x 2 es uni- 
formemente eóntinua en ( 0 , 1 ]. 

Por lo tanto es válida lá siguiente proposición: Vr,ye(0,l], \fe> 0, 3<J>0 tal que 
\x-y\ < S = ^mp^t\x 2 -y 2 \ < e. 


Ejemplo 2. Seala función /: R -+ R definidopor; f(x)-ax+b, a* 0. 

Probar que / (x) es uniformemente continua en R. 

Demostración: 

Aplicando la definición se tíene Vf>0, 3<J>0 talque Vx,yelR a |x-.>| <S implica 
|(<xc + ¿)-(qy + ó)| < £ • 

Búsqueda de <5en términos de e 

1) Partirde: |(mr + ó)-(q)’+¿)| = 

. =|a(x->)| = |a||x->|- 

2) Acotar: Por hipótesis se tiene jx->|<<5 

Multiplicar por |a| : |a||x->| < |o|^ 

3) Hacer: \a\S = e => <J = j^j 
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Funciones Continuas 


Ejemplo 3. Sea la función /: JR -» [- 1 , 1 ] definida por /(x) = sen x . 

Probar que f(x) es uniformemente continua en 2R. 

Demostración : 

Aplicando la definición: Vf>0, 3<y>0 tal que Vjc ,yeR a \x-y\<S implica 
|senjc-senj;| < e . 


Búsquedade Sen términos de s 

1) Partirde : (senjc-sen.yl 

Donde : |senx-sen>;| = 2cos^~sen 

= 2|cos^||sen^| ......(2) 

{ |cos//| < 1 
|sen//|á|//| 

£1 

<|£ZZ 

“I 2 

3) A1 retomar en (2): |sen x -sen y\ < 2(1) <|x-.y¡ 

4) Por hipótesis |x - y\ < S, por tanto |sen x -§en y\ < S 
Haciendo 5 = e, queda demostrado el problema. 



Como se puede apreciar, existe una clara diferencia entre continuidad en un punto y conti- 
nuidad uniforme, este último es un concepto aplicado a un intervalo. 

Sea la función f :A-*IR, AczlR, A = bitervalo. Si/es uniformemente continua en A, 
entonces / es continua, el recíproco no es Cierto. 

Acontinuación enunciaremos los teoremas referentes a continuidad uniforme. 
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3) En 1) se afirma que la proposición es verdaderaparato<j£> x,y e A . Iguaimente si (a„) 
es una sucesión en A, implícitamente se entiende'que todos los términos a m , a„ están 
en A, entonces \a m -a„\< 5 implica j/ (a m )- f(a „)| <e . 


4) Por 2) y 3) concluimos: 

Si m,n> N => | / (a m )- f(a„)\ < e ,es decir (/ (a n )) es una sucesión de Cauchy. 

Corolario Sea / :A -*IR uniformemente continüa. Pffira todo punto de acumulación 
J ae/4,existe lim f(x). 

x ->a 

DemQstración : 

Aplicar él Teorema 10. 

1) Si es uniformemente continua en A, implica que para toda sucesión de puntos 
, x n e A-{a} tai que x n a, se cumple que la sucesión (f(x n )) es convergente por 
serdeCauchy. 

Entonces existe iim f(x) (segun Corolario 2 del teorema 9 Capítulo 3). 

x->a 
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Funciones Continuas 


□ 4*9 FDNCIONES CONTINDAS EN CONJUNTOS COMPACTOS 

! AñiSes de entrar al estüdio de fimciones continuas que están defínidas sobre uh conjúnto 
cerrado y acotado (compacto), estudiaremos ordenadamente los cpnceptos de familia de 
‘ conjuntos, de cubrimiento de unconjunto y subcubrimiento. 

• . ' . \ , . 

1) Antes de definir la familia de conjuntos se da algunos ejemplos. 

Ejemplol. 

Dado el conjunto x = {a,b,c }, el conjunto potencia de X es: 

2* = {tj>,X,{á),{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}} 

X 8 

Del conjunto 2 se pueden obtener 2 conjuntos cuyos elementos son subconjuntos de X. 
Algunos de dichos subconjuntos son: 

e = {t,X,{a}} 

Á los conjuntos 6 y 5 se les llama FAMILIA de conjuntos. 

6 es una familia de conjuntos cuyos elementos son </>, X, {a} que son subconjuntos de2f. 

5 es otra familia de conjuntos cuyos elementos son {a}, {a,b}, {6,c}. 

Ejemplo 2. 

Cuando se trabaja con familia de conjuntos sé usa subíndices de tal manera que a cada sub- 
índice X corresponde un conjunto . 

Veamos el siguiente ejemplo: 

Del conjunto de intervalos abiertos I n = ( 0,1 + f ), n e W + podemos elegir las siguientes 
familias de conjuntos: 

» = {/,,/3,75} 

<3 = {/ 1; / 2 } 

C = {/ 2 ,/ 3 ,/ 4 } , etc. 

I|=<0.2> , / 2 =(0,f) , / 3 =(0,f) , l 4 =(0,f) , / 5 =(0,f) 
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a) En la familia de conjuntos A se puede notar la correspondencia siguiente: 

al subíndice 1 corresponde el conjunto /j 
al subíndice 3 corresponde el conjunto / 3 
al subindice 5 corresponde el conjunto / 5 

Es decirhaquedado definido lafunción/de L = {1,3,5} en 9i = {/j,/ 3 ,/ 5 }. 

Así /: L-*S? 

En este caso la familia d» subconjuntos S?se puede denotarse por {Ix)xeL > ¿ = U3,5 

b) Con lámisma modalidad la familia «Bse denotapor (lj) je j , siendo J = {1,2}, J = 1,2. 

c) LafamiliaCsedenotapor (/,) í6 /,donde / = {2,3,4}, 1 = 2,3,4. 

Ahora ya podemos definir una familia de conjuntos. 

Definición: Sea L un conjunto de índices. 

Una familia de conjuntos con índices en L es una función (Ax)xeL que 

“a cada X e L corresponde un conjunto A% 

La familia de conjuntQS puede ser finita o infmita, Lo que nos interesa es la unión y la inter- 
sección de los conjuntos A^ que pertenece a una familia. 

a) Reunión de la familia (A^)xeL 

Definición: U A^ = {x/3XeL con xeA^} 

AeL . 

b) Intersección de la familia (A^)xeL 

Definición: f| = {x/x e , V X e L }. 

XeL 

Ejemplo 3. 

Dada la familia (A n ) neN tal que A n = (-n,n ), se cumple: U A n = 1 R 

nsN 
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Funciones Continuas 


Ejemplo 4. 

Sea [1,2] un intervaio cerrado. 

'Dadounafamilia (/„),«= jv deintervaiosabiertostalque: / w =j^l-^,2+~ 


Secumpie: a) fl 4 =[1,2] b) [l,2]c U l n 

neP¡ neJN 


2) Un cubrimiento de un coniunto dado Ácz R es una familia ■'&-(C¿)¿ € i de conjuntos 
Qc R, tales que Aa \J C¿ 9 esto es: 

Ae¿ 

i;■; ■ : : 

Sixe/l => 3A eL talque xeC x . 

En el ejemplo, es un cubrimiento de (1,2]. 


3) Un subcubrimiento de C es una subiamilia C' = (C¿)¿ eL -, L'<zL tal qiie 
Acz U C x . 

ÁeL' 

En el ejemplo 4. C = {/j ,/ 2 ,/ 3 } es subcubrimiento de [1,2]. 


Proposición I (Teorema de Borel-Lebesgue) 

Todo cubrimiento de [a,b\ por medio de intervalos abiertos admite un 
subcubrimiento finito. 

EjemploS. 

Dadoel intervalocerrado [0,l]ci JR y lafamiliade intervalosabiertos (/„) neiV + talque: 

/ =(—L I c J? 

Lafámilia (/„) neAr+ esuncubrimientode [0,1] porque [0,l]c U /„ 

«eíf* 

__cE 

-00 -l -] 8 
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Tomando L' = {1,2,3,4} c N + tenemos la subfamilia finita C' = {/j,4,/ 3 ,/ 4 } el cuai es 

4 

un subcubrimieto de Un) ns j{+* P ues [ 0 , 1] cz U // . 


Ejemplo 6. 


Un cubrimiento de R es la familia (I„) ne jn , donde I„ = {-«,«>, puesto qúe IR - U . 

' neN 


sin embargo la familia O n ) ne no admite un subcubrimiento firiito. 


3) CONJUNTO COMPACTO A 

Definición: Sea el conjunto KclR 

Decimos que el conjunto K es COMPACTO si todo cubrimiento abierto de 
K posee subcubrimiento finito. 


Ejemplos: 

I* En la recta real, todos los intervalos cerrados son compactos. 


2. En el espacio R 2 , las bolas cerradas (discos cerrados) son conjuntos compactos. 

Un disco cerrado es un círculo de centro en x 0 y de radio r > 0 incluido la circunferen- 

cia. se expresa por: B r (jc 0 ) = { x e R /1 x - x 0 1 < r } 


3. En R 2 , el conjuntó A = {xe R 2 /\x\ >r} es un conjunto cerrado, pero no es acotado. 

He aquí una diferencia entre R y R 2 , mientras que en R todos los intervalos cerrados 
son compactos, en R 2 no ocurre tal cosa. 

Hay una proppsición (Teorema) que nos permite definir un conjunto compacto de 4 
formas. 


Proposición 2 Sea un conjunto K c R , las siguientes afirmaciones son equiyalentes 

1. K es compacto, si todo cubrimiento abierto de K posee subcubrimiento finito. 

2. K es compacto, si es cerrado y acotado. 
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3. K es compacto, si todo subconjunto infínito de K posee puntos de acumukción pertene- 
cientes a K. 

4. K es compacto, si toda sucesión de puntos de K posee una subsucesión que converge 
hacia un punto de K. 

En el ANÁLISIS réal las afirmaciones T ,2 y 4 $e aplican con relativa frecuencia. 

TEOREMA 11 Sea la fimción f \A -» 1 R continua en A. Si A es compacto entonces 
f(A) escompacto. 

Demostración : 

En este Teorema, A es el dominio y f(A) es el ran- 
go, donde f(A) c R . 

Hay dos hipótesis: 1) /es continua en A 
2) A es compacto. 


Para afirmar que f(Á) es compacto, en primer lugar, se supone que (Cf)xeL es una ^ a " 

milia de intervalos abiertos tal que f(A)cz U , es decir (Cf)xeL es un cubrimiento 

¿eL 

abierto de / (A ), donde cada C¿ es un intervalo ábierto en el eje T. 

Debo probar que existe un subcubrimiento finito C = (C¿) tal que / (Á) c U C¿ 

ÁeL' AeL' 

La demostración radica en construir cuidadosamente el subcubrimiento C' en base a la 
hipótesis que A es compacto y /es continua. 

Veamos: 

1 . Dado un cubrhniento (Cf)xeL de /(^) se cumpie f(Á) c U C¿ y para cada 

XeL 

x e A , podemos elegir el conjunto C^ x ) tal que f(x) e C^( x ) • 
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- J * , c l(x) 

3. Obtenemos así un cubrimiento abierto (I x ), tal que A c U ¡ x ■ 
, xeA \ 


4. Como A es compacto, podemos extraer de (I x ) un subcubrimiento finito ( l x¡ ) tal que 
A c / Xj u /j^ u ... u/ Xn , lo cual implica: 


f(A)af(I Xx u...KjI XH ) 

/(^)e/(/ Xl )u...u/(/ Xn ) 

/00c C Mx¡ )U...uC A(Xb j,donde /(/ x ,)cC A(x . } 

v --v-' 

ü J X(x,) 

i =1 


5. Si /(v4) esta incluido en la unión fínita de una subfamilia, prueba que f(Á) es com- 
pacto. 


Corolario Toda función continua f ;A->lR definidaen un COMPACTO A es acotaday 
contiene a su máximo y mínimo (esto es, existen x^x 2 e A tales que 
f(xi)£f(x)£f(x 2 ),VxeA. 

Demostración : 

Las hipótesis del corolario son: P\ : A es compacto 

P 2 : /es continua en A 
P 2 : f(A) eselrangode/ 

Por demostrarse que existen dos números x I? x 2 e A tales que f(x\) y f(x 2 ) son el ínfi- 
mo y el supremo de/ respectivamente, y pertenece al rango de / 

Veamos: 

1. Si A es compacto => / (Á ), es compatto ... (Teorema 11) 


Sólo fines educativos - FreeLibros 










2. Si f(A) es compacto => f(A) es cerrado y acotado (proposidón 2) 


3. Porque f(A) es acotado, tiene supremo e ínfimo y porque f(A) es cerrada, se cumple 
, que: 

0 sup f(A)ef(A) 
ii) inf f(A) e f(A) 

Por tanto, existen x¡,x 2 e A tales que inf f(A) = f(x¡) y sup/ (A) = f(x 2 ) 

Ejemplos aclaratorios: 

1) Sealafiinción /: (-2,2) -» R definida por f(x) = 1 ■ setiene: 

4-jc 

a) (- 2 , 2 ) e§ un conjunto acotado, pero/no es acotada, porque /((- 2 , 2 )) = [ 0 ,+oo) 

no es acotada. 

b) /es continua en (- 2 , 2 ). 

2) Sealafunción g: (-2,2)-> defínidapor g(x) = x 2 setiene: 

a) ges continua en (- 2 , 2 ). 

b) (- 1 , 2 ) esacotada. 

c) ges acotada, porque g((-2,2)) = [0,4) es acotada. Pero g((-2,2)) no es compac- 
to. Además inf g(x ) = 0 y sup g(x ) = 4 . 

d) g tiene valor mínimo pero no tiene máximo, mín g = /(0) = 0 . 

3) §ea la fimción h : [-1,2] -» R defmida por h(x) = 1 - 2x , se tiene: 

a) h es continua en [- 1 , 2 ]. 

b) [- 1 , 2 ] es compacto. 

c) /esacotadaen [-1,2] porque /([-1,2]) = [-3,3] esacotada. 

d) /([— 1 , 2 ]) es compacto y por tanto contiene a su ínfimo y supremo. 

0 inf /([-1,2]) =-3 e/([-l,2]) 
ii) sup /([-1,2]) = 3 e / ([-1,2]) 
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TEOREMft.ftj Sea A compacto, A c R . Si f: A-> R es continua e inyectiva entonces 
B~f(A) escwnpa&oy lafimcióninversa / escontinua. 

Demostracián : 

Para ia demostración se requiere ia definición de 
punto át acfeerencia. 


Definición: 

Diremos que un punto “cF es adherente a un con* 
junto A c R cuando “cF es el límite de una su- 
cesión de puntos x„eA, es decir x„ . a. 

Las hipótesis del Teorema son: 

Pj : A es compacto 
?2 • / es continua en A 
?3 : /es inyectiva en A 

Por demóstrarse que: 

qi • f(A) escompacto. 
q 2 : / _1 es continua. 

1. PorelTeorema 11,quedaprobado q x . 

2. Faltaría demostrarse q 2 . 

Veamos: 

3. Sea b = f(a) . Para afirmar que /~ l es continua en cuaiquier punto beB se hace lo 
siguiente: 

Considerar una sucesión de puntos y n e f(x n )e B tal que y n ->b . Debo probar que 
r X (y n ) = x n -*■ a = f~\b). 
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ISIItSSIll Funciones Continuas 

4. Como x n e A y A es compacto (cerrado y acotado), entonces la sucesión (jc w ) es acota- 
. da« 

5. Si (x n ) es acotada, entonces posee una subsucesión convergente (según Corolario). 

6 . Debo probar que “a” es único punto de adherencia de (x n ). Según el paso 5, sea (x n ) 
una subsucesión que converge al punto a . 

Por demostrar que a' = a 

7. Como Á es compacto se cumple que a'eA. además y n =f (x' n ) converge hacia b (por 
ser y' n subsuqesión). 

8 . Como / es continua en A, en particular será continua en a y tenemos 
f(a') = \im(x' n ) = b. 

9. Porque/es inyectiva f(a’)~ f(a) = b implica a' = a. 

Iqqd 
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Análisimltktíemático I 


MISCELÁNEA DE PROBLEMAS PROPLESTOS 


i. PUNTOS DE ACUMULACIÓN 


1. Enél intervalo abierto / = (a,b), a<b 

¿a es punto de acumulación de /?; ¿b es punto de acumulactón de /?; 

¿Cualquier número x, tal que a<x<b ,e s punto de acumulación de P. 

2. Dado el conjunto A = {0,1,2,3,...}. ¿Tiehe A puntos de acumulación? 

3. Dado el conjunto A = <-3,2] u {3} O [4,5). ¿Es 3 punto de acumulación de A1 

4. Sea A = | x n = T /« g /V + |. Hallar los puntos de acumulación de A, sí tiene. 

5. Sea B = j x n = (-1 £ ¿v + j . ¿Tiené B puntos de acumulación?, si tiene, hálle- 

los. 

6. Dado el conjunto .4 = j* n = jlj"//j£ N + j • Hallar lospuntos de acumulación de A, si 
tiene. 

7. Dado A = j x n = (-1)" +~in e N'* j . Halle los puntos de acumúlación de A, sftiene. 

8. Dados los conjuntos A = j x n = — ~ /»e N + j y B = j x„ = ~j ~ -/« e N + j . Hallar 
los puntos de aeumuiación de A u B. 


II. SUCESIONES 


1. Analizar si existe el supremo y/o ínfímo del conjunto: 

A = {a n =^,neZ + ,xeR(m} 

2. a) Seart AczJR, Bcz R, A*0, B*<f>, acotados superiormente: 

Demostrar que: i) 'ft&B es acotado superiormente. 

ii) sup (A^jB) = máx{sup ^,sup B} 


Sólo fines educativos - FreeLibros 















Futiciones Continuas 


b) HallarelsuprKnoyelínfimo(siexiste)delconjunto: 4 = |a„ =^+^-~ 


3. Sea il = {a„/neZ + } donde: ay=>¡2 

a„fi=^a~, VneZ + 

Hallar el supremo y el ínfimo de A. 

4. Sea Á = {a n la n =l + r + r 2 +... + r /l } , 0<r<l, ne Z 4 

Demostrar: sup A = y~ 
ínf /4 = 1 + r 


5. Sea ^4 = | w + Lit/ w € |. Determinar el ínfhno de A, justifícando su respuesta. 


6. Sea el conjunto /4 = | - -y /«€ iV + |. Demostrar, pordefiniciónque ínf A = 1 

7. Sea A = {x n /ne endonde: jq=2 

x n ^=2yjx n -1, V/i>1 

Hallar sup(zí) yjustifícarusandoladefinición. 

8. Demostrar que sup(^4) = 2 , si:. ^4 = |jc w g =^p*,«e | 

9. 'Sea A = j x n = (-1)" (2 -^jln € N + j 

Hallar ínf A y sup A . Hacer la demostración correspondiente al supremo 


10. Si a„=- 


Jn(n + 1 ) J(n+ !)(« + 2 ) 


7(2»-1)2« 


Probar que lim a n existe y que 4 < lim a„ <1 


Sugerencia: Probarque a „ +1 <a„, V«> 1 . 
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AnáLisis Matemático I 


li. Dada to mcorióñ (a n ) = |llíi j, determkuff si existe un entero positivo n$ tal que 
n>riQ => #„<--200. 

En €8ao que exista, determinar el menor valor que % puede tomar. 


12. Sea (%> tma sucesMMefbikia por recurreneias mediante: 

q = 2 

«» + i=ÍK +4 ).tól 

■ / ■ ' . 

á) Demostrar qmt % < 4 , Vne W . 

b) D enat rar quew «aarictaaaente cneciMÉe» 

c) Halfar Svpia^fite N*\. 


,o c; _ (sen^4 2 / E _ 

13. Sl = *r ftr a r: r——TT/P y*- - . > . Hall3f uRl C¡ n 

cos yjn + 2 +oos r ^pf-sm>tnscR^¡n + 2-2 n-+v> 

Sugerencia* Aplicar j«enx~sai i y| < |x-y(, Vjt,y€JR 

14. Sean (a w ) y (é w ) dos sueesiones de números.reales tales que: lim a n =a, co» 

S #|->Q0 

a n *a, b n *a y suponga que para cada s>0, 3 HV e R tal que /a* -*6 W | < £, 
V«>/V. 

Demuestre que: s> lim / (x) = Z, , entonces Hm / (b n ) = Z . 

X->úf W-»co 

15. Sea (a w ) la sucesión defínida de la siguiente manera: 

2n + l 

—— , si n es par 

>«-10 . . 

—j— , si n es ímpar 

0 Responder: ¿ (a„) es convergente? 

/7) Demostrar rigurosamente su respuesta en (/) 
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III LlMITES DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL 


Calcular los siguientes lfmites: 


1. limí^fV 

x-+0\ x ) 


2. lim 


- 3-x 


R. -oo 


Solución: 

Cuando: x-»+oo 

Si P > 0 Km = +oo 

Si P = 0 lim = 0 

Si P < 0 => lim = 0 


3. i im 


IlIIl —r. -- A. —-7=^ 

x-*0 x 2 log|x| + 3tgx 2V3 3V2 


4. lim 


senx + tgx 


Cuando: x -> -a> 

Si P>0 => lim = 0 
Si P = 0 => lim = 0 
Si P<0 => lim = -oo 


5. x -> +oo 


/(*) = arctgx-f+f-JL 
respecto a -, calcular: 


á 2 
x 3 -x 3 -2 


7. lim 

x->2y¡2 * 


8, lim 


seni«- ) + cos¿ 




6. Estudiar la variaeión de P en el siguiente 
límite: 

\e PX +>g|x|^ 


x-^n 1 + sen x+cosx 


9. En la fígura: 



Cálcular: lim 


0. lim ( 

X->0V 


tg (a 4- 2x) - 2 tg (a + x ) tgá \/ sen(g + x) - sen (a - x) 
tg(a + x)-tg(úf-x) /I x 3 +4x 2 
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fatáLisis Matemático I 


" SÍNrHf) 


+ i2. lúni^L 

r J x-»f s en V*~f) 


(j 2 +jg + l) 2 + 3* 2 + 3 jc-»5 


13. lim- — —±z±L .. t , J -*~ í± - 14. lim 2 *~^* 

jc—> 1 tg;r(x- )) + cotg;r(x--l)sen 2 2;r(x-l) *_>() 2x + Arctgx 


15. lim —V-^ 
|sen(4*-jr) 


16. lim 

JSí^+I+fl - Jjc + o 


17. 1*,, JStJL 

*-»f *«« 3 * 


^>lt3(l-V») 3(t—v*) 


tó. fiw- 


at fa»i- f — 1 , a>l 

ir-k/i i * ~ ® J 


21. lim (-v/9 -x )2-V*-” 
x->8 






23. lim 


3-4cos2x + cos4x 


x->0 (3 + 4 cos2jc + cos4jc)jc 


24. lim 


tai4^x+cos^x+tan^^ M . 2 


x->lj sen (x-1) 


(x*+2x-3) 


25. limíx-l) 1 - 1 

j :->0 


26. En la ñgura OQP es un arco de circunferencia de radio 
1, RP y RQ son tangentes al arco. Si <Sj es área del 
triángulo PQR y S 2 es el área del sector sombreádo. 

Calcular: lim 4r 



27 a) Sea/ y g dos ñmciooes, tales que: g es eaatinua en x 6 y / es continua en g(x 0 ). 


Demostrar que: lug /(#(*)) = /(g(xQ )) 

-. 
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b) Si: f(x) = | ; g(x)=| XSCn * ’ * * °. Calcular lim f(g(x)) 

{ 3jc + 5 , jc<0 I 0 , jc = 0 jc->0 


c) Dar un ejemplo de dos fimciones/ y g , tales que: 

0 lim g(x) = 6 , ¿e R 

X~>Xq 

ii) f no es continua en b 

iii) lim f(g(x)) * f(b) 

X->Xo 

28. Desde el punto A con abscisa jc g [1,4], ubicado en la gráfica de / (x) = x 2 -4x+6 se 
traza una recta paralela al eje X, que corta a la recta y = x en el punto B. Desde el punto 

B se traza una- recta paralela al eje K, que corta a la gráfica de g(x) = 4<Jx en el punto 
G. Si desde el punto C se traza una recta paralela al eje Jf, se determina que ésta corta a 
la recta paralela al eje Y y que pasa por A, en el punto (jc, h(x )), 


Galcular: lim 

x-*2 


h(x) - yjx 2 + I4x + jc 2 - 4 




29. Usando la definición de límite, demostrar que: 

lim (ax 2 +óx+c) 2 = (oxq +ójc 0 +c ) 2 , b 2 -4ac < 0 

X->Xq 

30. Sea R, x 0 e(c,d) talque \fxe(c,d), \f(x)\<M y lim f(x)-L , 

X-*Xq 

Le R . Demostrar que |I| < M . 

31. Sea / una fimción real, x 0 un punto de acumulación del Dom(/) tal que 

lim f (x) = L , Le R . Demuestre que lim yjf 2 (x) - >/z? , ne Z + . 


32. Sea /:/->. JR, / c R tal que V ae R- {0}, at 0 es punto de acumulación de I. De- 
mostrar: lim f(at) = L c=> lim f(x) = L. 

t —> íq x -*at 0 
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Análisis Matemático I 


33. Sea /: R -» R tal que f(x+y) = f(x) • f (y ), V x,y e R. 

Demuestre que: lim / (x) = -—r íim f(x) 

. x-*0 J' a 'x-*a 


34. Demostrar ussmcio la oennictón de limite que: lim •—*-?- 

x-+0 x 1 


35. Demostrar qge! - Hm 3 1 =-oc 
■ i. x-+o~ 


. AT + l 


Demostrarqwe: ' lim — ; — = -6 


37. Sean f y g fiincicines de variable real: „. . tm^fix) = L ¡, L¡ e R + 

*■*+«% 

L 2 e* + 

***** 

DamÓstrarque^jíiJ^^e^.talesque.: ,*eDMn^J => a<^|<ó 


Vsen(A) 

38. Demostranppr dtíSnición, el siguiente límite: lim — - 
. v.<"! x-*C x + 3 


39. Cafculan af^üm tgx • Ln(seax) b) lím ( 4(l+¿«r) 2 

jfr* f' x->0 + \ x ’ 


46. Si / (jc) = Determinar: a) lim f(x) 

' r*t x-»r 


b) lim f(x) 

i-+i + 


4}. CaTcúiar iim 

‘ +x+a^yfje+a 


42. Determina» 1 bm **(t-jr) J 
*-+o + 
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jy:_ problemas TEÓRICOS SOBRE UMjTES 

1. Demostrar usando la definición de límite que: lim . /™— = 1 

x ->0\ 2 ~ x 

2. Sean/ y g funciones defínidas en un intervalo abierto / c JR , tales que: 

i) lim g(/) = 0,- ael 
t-*'a 

ii) |/(/)“/(tf)| ^ Ag(/); V/e/, /í *0 (constante) 

Demostrár (usando definición de límite) que: 

a) lim f(t) = f(a) 

t->a 

b) BM >0 y 35>0 : Ví e(a-~8,a+-8)-{a) => |/(/)| á M 

. ' > ' . . ■ ■■ '■■' . « . , 

3. Sean / y g fimciones reales y C e IR + , tales que: lim f(x) = 0 , lim g(x) = C . Si 

x->a x-*a 

f (x) tiende a 0 a través de valores negativos, demostrar que: lim = +°° • 

x->a *'\ x ) 

4. Sean/ y*g fimciones reales, tales que: lim f(x) = L y lim g(x) = +oo, demostrar 

jc->+oo j' x-+a . 

que lim f(g(x)) = L 9 Le R . 
x->a 

5. Sean/ y g fimciones defínidas sobre el intervalo abierto (a,b ), éxcepto posiblemente 
en jc 0 , a <Xq < b . 

Si ' lim = L , lim g(jc) = 0. Demostrar que lim /(jc) = 0. 

X-*Xq *“>*b X^>Xq 

6. Sean/ y g funciones reales, defínidas en un intervalo abierto /, x 0 el tal que: 

/"íjcY 

0 g(^)>0 , Vie/ /7) lim existeyespósitivo. 

x-*xq 8W 

■ X . f í . - ■ , ' ; ' 

Demostrar que 3 J e /R -11 , 3 e JR + , 3 Z 2 € tal que: 

0 < |x-* 0 | < 8 => L x g(x)úf(x)<L 2 g(x) 
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7. Sobre el eje X; se considera el conjunto A = [0,l]u[2,3]. Si D(x) representa a la dis- 
tancia mínima entre un punto cualquiera del eje X, con coordenada x, y un punto cual- 
quiera de A. - 

Analizar laexistenciade lim Z)(x),para a = 0,l,2,3. 
x->a 

8. Sean/y g dos fimciones tales que: lim f(x) = 0 y |g(*)| < M V x e R , (M > 0). 

v ¿' jc-» a • • 

Demostrar que: lim /(*) • g(x) = 0. 

x->a 

2jc + 5 

9. A1 demostrar rigurosamente que: lim -r—~ = 3 se tiene que dado £ > 0 , 3 S > 0 tal 

x-»-l * x + b 

Í 2 X | 

-z—--3 < e . Analizar si S puede ser mayor que 0.2: 


10. Sea ; analizar si existe 5 > 0, tal que: 


0<|x-4|<£ => 0.1</(x)<0.3 


V. LÍMITES CUANDO Y lim / = ±oo 

X-+Xq 


Si lim Ux 6 + 2x 4 + 7x 2 +1 -ax 3 -bx) = 0 - Hallar 


2. Calcular lim *f(x) y lim f (x) si: 


JC—»+oo * x —»—QO 


/(*)=* 


yij? + 3 x 4 +i + y* 10 +* 2 +i +1 o 
t/jc 4 + jc 2 +1 + \jx 12 + ;c 2 +1 -10 


, *>1 


jc 2 + 3 Jx 2 + 1+5 


JC + JC-1 


, JC < —1 
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3. Bosquejar el gráfico de: /(jc) = < 


x<-3 


, -3<x<2 


indicando dominio, intersecciones con los ejes y asíntotas. 

4. Sean: I = (a,b) un intervalo abierto y / : I R, g : I -» R, dos fünciones tales que 

lim / (x) = +oc, lim g(*) = c, C<0 
x-±a t X-+C? 

Demostrar que: lim / (jc) g(jc) = -oo . 


5. Calcular lim x 

X—>+GO 




6. Demostrar por definición que $í lim /( jc) = -qo, lim g(jc) = -oo, entonces 

X~+Xq X->JCq 

lim /(i)gW = +oo. 

7. Sea f una fimción que cumple: i) y = 3x + 5 es una asíntota (derecha) del grtfico de / 

ü) /(*) = /(-*), VxeK 

Calcular: a) lim ■ ¡ —— 

y]3x 2 +senjc 

b) i im /X*)- 

x->+ooJ3 x 2 +se DX 


8. Sean/ y g dos fimciones tales que lim f(x) = c y lim g(jc) =? 0. 

X~+Xq X~+Xq 

Demostrar que si c<0 y g(jc) tiende a 0 con vaíores negativos, entonces, 
lím ^¿ = +oo. 
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9. Demostrar que lim (jc + lOsen x) = +oo 
*->+00 


10. lim /(x) = +qo , lim g(jc) = I<0. 

X -++00 X -++00 

Demostrar, por definición que lim f(x), g(x) = -» 
, x-»+® 


11. Sean f g,h tres funciones con dominios en ¡R,sea ce R + tal que /(x) < g(x) <h(x), 
Vjc>c. Si lim f(x) = L= lim h(x). Demostrarque lim g(x) = L. 

JC -++00 x —>+oo JC->+00 


12. Demostrar que lim 


13. Sean/ y g dos fímciones tales que: 

i) ae R tálque Vjce<-oo,0) secümple \f(x)\ < k 

ii) lim g(jc) = +oo 

X->-00 

f(x) 

Demostrar que: lim ^ 7 + = 0 

% 

14. Si larecta y = 2x -3 esasíntotaoblicuaderechade lagráficade láfunción f calcular: 

lim - 7 -■■•■■■■ • ■■■■-. 

X -++00 y2jc 3 +6(sen 3 jc + x 2 M) 


15. Calcular a 9 b e R tales que: 


lim $3x*-^x? -ax-b) = 0 


16. Se circunscribe un polígono regular de n lados en una circunferencia de radio R. Si P es 
el perímetro del polígono, hallar lim P. 

/I—>+00 


(2 n 

17. Hallar lim t£Ltí 1 , a,b,c,he 

jc-»+ool x^+cx + d I 
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Funciones Continuas 


18. Sea/ y g fímciones, tales que: lim / (x) = +oo y lim g(x) = L, L eJR^ 

X->-00 X-+-CO 

Demostrar, empleando definiciones, que: lim (/ (x) - g(x)) = +oo 


19. Calcular: lim (cos-) 
xJ 


20. Sea x = b >0 unaasíntotadel gráfico deunafimción/ continuaen [a y b). 

Demostrar que si /( x) > 0 para todo x y /(0) = 0, entonces V c> 0, e [0, b ) tal 

que /(xq) = c. 


VI. CONTINUIDAD 


1. Analizar la continuidad de/ sí: 

0 /(*)= lim 

W~>+00 1 r 1 » 

«) /(jc) = sup{g(r)/í<x}',donde g(x) = 2-x 2 

2. Sea /: [a,6] -> iR una fimción continua e inyectiva en [ a,b ] tal que / (a) <f(b). 
Demostrarque: Vjc ,ye[a,b] con x<y => f(x)<f(y) 

3. Analizar la continuidad de las siguientes fixnciones, en caso de discontinuidad removible 
redefinir la función de íal fonna que sea continua, 


f(x) = • 


4íf> 0< * ál 

0 , x = 0 . En [-2,1] 


2--^¡ , -2á*<0 


b) /(*) = 2 aíx]|+ x 2 |[-.x]| en [-»,»], »eZ + . Ademásgraficar /(x) para « = 3 
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4. Sea/una función definida por: / (jc) = 


g(x) , si a< x <b 
h(x ), si b<x<c 


Si g es continuaen [a,b) y h es continua en [b,c) . 
¿Es/continua en [a, c] ? 


Si su respuesta es,sí; demuestre su afirmación; en caso contrario qué condiciones adicio- 
nales aseguran la continuidad de/en [a, c ]. 

5. Hallar el valor de k (si existe) para que exista lim f(x ). 

x->0 

í [íH •*»•■ 


/(*) = < 


K , x = 0 


Vxl+l+lfx 5 + l+* 3 -2 


r. a:=-| 


, jc<0 


JC - X \ lx ¿ + 1 


6. Sea f una función, tal que: 

Vs>0, 3S>0/0 <\h\ < S => |/(jc 0 +h)- f(x§-h)\ < s 
Analizar la continuidad de / en jc 0 . 

—c , si f(x)<-c 

7. Demostrar que la fimción: g(jc) =« /(x) , si \f(x)\ < c 

c , si f (x) > c 

es continüá en JR , si / es continua en R. 

8; a) Sea / unafunción tal que: V a¡be R, a<b => f(a) < f(b) 

Demostrar que/ no tiene discontinuidades removibles (evitables) 

b) Sea / :[a,b] -> R uña fimción continua en [a,b] tal que f(á) = a + b = f(b) 
Demostrar que 3 c e [a,b] tal que: f(c) = 2 c . 

9. Sean / y g fimciones continuas en “c” tales que / (c) < g(c ). 

Demostrarque 3<^>0 talesque: 

/ (x) <g(x), V xe((c-S,c+S) n Dom(/) n Domg) 
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Funciones Continuas. 


10. Esbozar la gráfica de la función y = /(x) analizando asíntotas y continuidad. 


* 

- uz 


, jc<-2 


/(x)= , -2<x<3 




r +3 , x>3 


11. Sean m,«eZ + ; sea /(x) = f r ■ *-; ™ 1 1 • í — p = l — ■ -1, x*2. 


3-V-* +í 


5 J l'^í-T-i 


a) ¿3 lim/(x)?Pruebe. 

x-»2 

b) Redefína /(x) para que sea / continua en x = 2. 


/x +2IJLJ , xc-4 


12. Dada la fimción: /(x) = - 


l 4 l _4< X< 1 

x + 10 ? *- X< 2 

' i£±5 

x + 1 ’ 2 


Ánalizar la continuidad de / y esbozar el gráfico, indicando dominio y asíntotas. 

13. Sea f:R-> 1R unafunción continua en cero, tal que paratódo x,y e R se cumple 
que /(x+y) = /(x) /(y) demostrar que f es continua en R. 

i_rii ’ x 1 

14. Analizarlacontinuidadde: /(x) = j yesbozarlagráfica. 

Vx-W + íx| , xSl 

15. Analizar la continuidad en R y graficar la función /(x) = x+|x 2 J. 


16. Analizar la continuidad de la fimción: /(x) = ( . 


l-x + [xl , xSO 


|x+l| , x<0 
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20. Dada la función f(x) =Vx-I, analizan 

a) La continuidad de / en [1,10) . 

b) E1 siguiente tímite lim 

/,-v0 + h 
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